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پیش از اغاز و یاداوری 

گالیله می‌گفت : ریاضیات زبان طبیعت است و برای آشنایی با قانون‌های 
حاکم بر طبیعیت» باید زبان آن را یاد گرفت. ولی در آغاز؛ باید دید «دانش 
ریاضی» چگونه دانشی است. تاچه اندازه اعتبار دارد و تا کجا می‌توان به آن 
اعتماد کرد! 

در سال‌های بایانی دهه چهل؛ و یا شاید سال‌های آغازین دهه بنجاه؛ 
گردانندگان وقت تلویزیون ايران» برنامه‌ای» شوه مانند ترتیب داده بودند. 
موضوع این پرنامه که نام (بحث آزاد» برخود داشت - بحث دربارة دیدگاه‌های 
گوناگون فلسفی بود؛ بحثی خنده‌دار و نمونُ روشنی از تلاش برای سردرگم 
کردن کسانی که به فلسفه علاقه‌مند بودند. به زمين فلسفی بحث؛ که بسیار 
کم‌مایه و گمراه کننده بود؛ کاری نداریم. حیرت‌آورترین بخش این بحث 
«علمی» و «فلسفی»؛ در جایی بود که دو طرف بحث؛ تلاش می‌کردند» برای 
«اثبات» دیدگاه خود؛ از ریاضیات باری بگیرند. یکی می‌گفت» ساختمان 
ریاضیات بر نقطه بنا شده است که بنا به تعریف خود ریاضی‌دانان» «هیچ 
بُعدی ندارد» و با همین (هیچ) است که در ریاضیات» «همه‌جیز» را می‌سازند 
و بنابراین؛ باید پذیرفت» همه‌جا و در همه زمینه‌ها» می‌توان از هیچ» همه چیر 


را به‌وجود آورد. در غیر این صورت» باید از پذیرفتن ریاضیات, به عنوان یک 


۲۴ 


دانش» سر باز زد و آن را ساختهُ ذهن پرتخیل بشر دانست که اگر هم گاهی 
کاربردی در زندگی و دیگر دانش‌ها پیدا می‌کند؛ چیزی تصادفی است. تخیل 
اعتباری ندارد و» بنابراین» برای ریاضیات هم نمی‌توان اعتباری قایل شد. 

دیگری که به گمان خود از ریاضیات دفاع می‌کرد» برای «اثبات» نیرومندی 
ریاضیات «استدلال» می‌کرد: اگر معادلة درجه دوم حل نمی‌شد و اگر انسان 
به مفهوم عددهای موهومی پی نمی‌برد» هرگز نمی‌توانست به فضای کیهانی 
دست یابد و ماه و زهره را در میدان بررسی و مطالعهٌ خود قرار دهد. و 
من حیرت‌زده می‌آندیشیدم که» عمل معادلة درجه دوم و درک معنای عددهای 
موهومی؛ چه رابطة مستقیمی با پرتاب موشک و دست‌یاپی به فضا دارد! 

لازم نیست به گذشته‌های دور مراجعه کنیم؛ امروز هم حتا در برخی 
مجلس‌ها و محفل‌های جدی. به چنین افسانه‌سرایی‌هایی دربار ریاضیات 
برخورد می‌کنيم. اين افسانه‌سرایی‌ها» هم دربارة تاریخ ریاضیات و هم دربار 
روش‌های ریاضیات و یا میزان توانایی آن در حل دشواری‌های بشری» وجود 
دارد. 

ولی افسانه» هرقدر که زیبا و دلنشین باشد با واقعیت فرق دارد. از 
سوی دیگر) انسانه‌سرایی و روایت‌پردازی کاری است به مراتب ساده‌تر و 
دست‌یافتنشی‌تر از کشف وافعیت. و انسان مفلر ۵ و رنج‌دیده‌ای که در تمامی 
درازای تاریخ گذشتة خود. مورد سودجویی آزمندان و زورمداران بوده و به 
همین دلیل» در ناآگاهی نکد داسته شده است؛ افسانه‌های زیبا را بهتر می‌بذیرد 
تا واقعیت‌های تلخ و دشوار را. اما اگر راهی برای رهایی انسان وجود داشته 
باشد؛ جز از میان همین سنگلاخ‌های واقعیت نمی‌گذرد. سرزمین‌های زیبای 
«شاه پریان» تنها در تخیل آرزومند بشر وجود دارد. این افسانه‌ها» از یک طرف 
معرف آرزوهای «دست نیافتنی» بشر به آرامش و زندگی انسانی» و کشش او به 
سوی جهانی زیبا و انسان‌هایی برابر حقوق است و. از طرف دیگر» خوده به 
صورت مانعی برای شناخت واقعیت‌ها و درک راه درست مبارزه با تلخ‌کامی‌ها 


۸ 


و ستم‌های موجود درمی‌آید. ولی به هر حال افسانه» افسانه است و حتا اگر 
تنها با ارزیابی‌های مثبت خود با آن روبه‌رو شویمء جز به‌کار تلطبف آرزوها 
و تسکین دل‌های آرژومند نمی‌خورد. 

با همه اين‌ها باید بذیرفت که زیان «افسانه‌های عامیانه»» بسیار کمتر از 
آرژوهای نهفته و برآورده نشده انسان‌های دردمند است و دومی؛ به فصد فریب 
مردم و یرو بخشیدن به جهل و بداندیشی پدید آمده است. 

به همین دلیل» برای آشنایی با ریاضیات و برای زدودن ابهام‌های ناشی 
اشاره‌ای داشته باشیم. 

۱ ریاضیات. همجون همه دانش‌ها و آگاهی‌های دیگ بر خاسته از 
مشاهده. تجربه و نیازهای انسانی است. 


ما به کودکی می‌مانيم که در کنار دریا گردش مي کند. 
در آغاز به‌عاطر یافتن سنگ‌ریزه‌ای صاف و شفاف 
و» سپس» با دیدن صدفی زیبا و خوش‌رنگ غرق در 
شادی می‌شود در حالی که اقیانوس بی‌کران حقیقت 
ناشناخته و دست‌نخورده» روبه‌روی او گسترده است. 


نیوتون 


همه ما؛ ریاضیات را از عددشماری و عددنویسی آغاز کرده‌ایم. کودکی 
که» برای نخستین بار» روی نیمکت دبستان می‌نشیند. با دست لرزان خود؛ 
حرکت دست آموزگارش را تقلید می‌کند و شکل عددها را؛ روی دفترجةه خود 
می‌گذارد. اول شمردن و نوشتن از ۱ تا ٩‏ را یاد می‌گیرد و» بعد. با اندکی مبارزة 
دهنی» به تقلید خود در شمردن و نوشتن عددهای دورقمی و سه‌رقمی ادامه 
می‌دهد. 


و همین کودک» سال‌ها بعد» وقتی با گذراندن دبستان سال ششم یا 
هفتم تحصیل خود را آغاز می‌کند» تلاش ذهنی دشواری را تحمل می‌کند تا 
مفهوم «نقطه» و» سپس «خط» و ۱سطح) را فرا گیرد و بعد از گذراندن 
دوره‌هایی از درس که شامل «تعریف‌ها» «فراردادها»؛ «اصل‌ها» «فضیه‌ها» و 
حل یک رشته از «مساله‌ها» است» تازه می‌فهمد» چرا مساحت مستطیل راء با 
ضرب طول در عرض آن و مساحت دایره را با ضرب طول محیط در نصف 
طول شعاع آن» به‌دست می‌آورند. 

ولی از باد نبریم» وقتی کودک شش ساله پای به دبستان می‌گذارد» سرشار 
از «یک عمر» تجربه است. او در تمام ساعت‌ها و روزهای زندگی شش‌سالهة 
خود. در میان کسانی زندگی کرده است که به صورتی اطبیعی» و حتا بدون 
خواست خود» وارث تجربة هزاران سالة بشرند و چکیدهة تجربه نسل‌های 
گذشته را به او منتقل کرده‌اند. کودک؛ در هر گام خود به عدد و مقایسة 
عددها به شکل و کاربرد شکل‌ها برخورده است. او زمانی بای به دبستان 
می‌گذارد که» در واقم؛ عدد و شکل را کم و بیش می‌شناسد و در طول زندگی 
کذشتهٌ خود. بارها و بارها» و به صورت‌های گوناگون از آن‌ها استفاده 
کرده است. به‌جز آموزش‌بی‌دریغ و پی‌گیر پدر و مادر و کسانی که دور و 
بر او زندگی می‌کنند» اسباب‌بازی‌ها؛‌نقاشی‌ها» فیلم‌ها و» همچنین» طرح 
ساختمان‌ها» خیابان‌ها و حنا» وسیله‌های عادی زندگی» موجب شده است تا 
ذخیره‌ای پربار؛ از تجربهٌ با «عدد» و شکل) را به‌دست آورد. 

آموزگار دبستان» کاری جز این ندارد که تجربه‌های کودک را شکل بد‌هد 
و منظم کند» عنصرهای علمی این تجربه ناآگاه را از ذهن او بیرون بکشد و 
به‌صورتی پخته و شکل گرفته در برابر او فرار دهد. 

هیچ انسانی نمی‌تواند بی‌مقدمه و بدون سال‌ها کار تجربی و عملی» 
ریاضیات را با آغاز از مفهوم‌های مجرد «عدد»» «شکل»؛ «تعریف؟ و جز آن 


یاد بگیرید. 


و ۱ 


به‌طور کلی» هیچ مفهومی نمی‌تواند بدون نوعی دستگیره مادی و ملموس ؛ 
برای بشر قابل درک باشد. مفهوم عدد را در نظر بگیریم. فرض کنید در 
برابر شما کسانی باشند که عددنویسی را یاد نگرفته‌اند. رقتی شما بگوید 
(پنج») شنوندهٌ شما بسته به شغلی که دارد و با بسته به موقعیت زندگی خود؛ 
اپنج درخت) با (پنج آدم) پا ایک سکه پنج تومانی» را در دهن خود مجسم 
می‌کند. ولی اگر عدد «دوهزارو هفتصد و هشتاد» را بر زبان بیاورید. اولی 
«جنگلی از درخت»» دومی «انبوهی از آدم‌ها) و سومی «مُشتی پول» از جلو 
ذهن خود می‌گذراند. اکنون بیندیشید» شما عددنویسی را می‌دانید و به احتمال 
قوی» وقتی گفته می‌شود «پنج»» هیچ‌کدام از آن چیزها به یاد شما نمی‌آید؛ 
آن‌چه به تندی از ذهن شما می‌گذرد» همین نماد «۵» است و وفتی که بشنوید 
ادوهزار و هفتصد و هشتاد». بی‌تردید رفم‌های عدد ۰۲۷۸۰ از جلو دهن 
شما عبور می‌کند. حقیقت این است که نه شما و نه کسی که با عددنویسی 
آشنا ثیست» معنای درست این عدد چهاررقمی را نمی‌دانید (مگر این‌که به 
تصادف» در زندگی خود بارها با آن تجربه کرده باشید) ؛ و جز با تجربه یا 
محاسبه (که خود؛ نوعی تجربه است) نمی‌توانید مجسم کنید که مثلا» برای 
نگه‌داری ۲۷۸۰ سوزن خیاطی به چگونه جعبه‌ای و با چه اندازه‌هایی نیاز 
دار ید ! 

تنها تفاوت شما با کسی که عددنویسی نمی‌داند؛ این است که دستگیرة 
قابل لمس تصور عدد راء عوض کرده‌اید. رفم‌های عدد» برای شما همان 
نقش «درخت» و «آدم» را دارد. رقم‌نای عدد؛ وسیله‌ای است که شما؛ به‌پاری 
آن؛ می‌توانید عدد را مجسم کنید. هر مفهوم مجرد و انتزاعی» در هر حال و 
به‌نحوی به دنیای قابل لمس راه بیدا می‌کند» دنیایی که قابل دیدن» شنیدن یا 
لمس کردن باشد وء از همین راه فابل تصور می‌شود. 

آن‌چه دربارهٌ کودک گفتیم» دربار؛ انسان هم به معنای تاریخی آن درست 
است. تنها تفاوت در این است که کودک؛ با تکیه بر تجربه و آگاهی دیگران 
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_ که خود دخیره‌ای از تجربه و آگاهی نسل‌های گذشته است - می‌تواند این 
مسیر را در دوره‌ای چندساله بپیماید» در حالی که انسان» برای گذشتن از 
این راه» به صدها و صدها سده نیاز داشته است. دانشمندی که در زمات 
مامی‌تواند خود را به مرزهای ناشناختة دانش برساند» در چند ده سال عمر 
کوتاه خود» همان راهی را پیموده است که بشر در تمامی طول تاریخ خود؛ 
توانسته است از آن بگذرد. 

انسان» نخست عددشماری و عددنویسی را باد نگرفت تا بعد» آن را در 
زندگی روزانهُ خود به‌کار برد؛ اول «نقطه» و «خطه» را تعریف نکرد تا بعد» از 
آن‌ها مستطیل بسازد و زمین‌های خود را. طبق آن» بخش‌بندی کند. درست 
مثل کودک؛ که در آغاز دستور زبان و بازشناسی فعل از فاعل را نمی‌آموزد تا 
بعد بئواند حرف بزند. 

مفهوم‌های «عدد» و «شکل»؛ در مرحلهٌ تکامل‌یافته‌ای از دانش بشری به 
وجود آمد. وقتی که چندصد هزار سال از تجربةٌ بشر در مبارزه با طبیعت 
گذشته بود و ذخيرة برباری از تجربه را به دثبال داشت. 

وفتی ایرانی‌ها» برای یافتن آب و آبیاری زمین‌های خشک. به کندن چاه و 
حفر قنات دست زدند» بی‌تردید هیچ‌کدام از روش‌های محاسبه و اندازه‌گیری و 
سمت‌یابی را» به اندازة انسان امروزی نمی‌دانستند. ولی نیاز به آب» به تدریج 
و گام به گام راه عملی کار را در طول صدها سال تجربه به آن‌ها آموخت 
۰ تنها نزدیک به هزار سال پیش بود که محمد کرجی؛ ریاضی‌دان ایرانی؛ 
توانست مجموع همه این تجربه‌ها را در کتابی با نام «آب‌های زیرزمینی» گرد 
آورد و راه پیدا کردن «مادرچاه» را در اختیار دیگران قرار دهد. 
وقتی دهقانان مصری یا بابلی؛ بعد از هر طغیان رود نیل یا فرات؛ ناچار 
بودند دوباره زمین‌های حاصل‌خیز را برای کشت بین خود تقسیم کنند» هنوز از 
انون‌ها و قضیه‌های هندسی آگاهی درستی نداشتند و تنها» با تکیه بر تجربة 
نسل‌ها و به‌ خاطر نیاز خود؛ راه‌هایی برای رفع دشواری خود پیدا کرده بودند. 
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به همین دلیل است که ریاضیات همه ملت‌های باستانی» جدا از عمل 
و نیاز زندگی نیست. پیشرفت تجارت و داد و ستد؛ محاسبهٌ محصول کار 
برده‌ها و مقدار آَذوقة لازم برای زنده ماندن آن‌ها. ساختن شهرها و قلعه‌ها و 
نیایش گاه‌ها و محاسبة مصالح و نبروی کار لازم برای آن‌ها» تجهیز و آماده 
کردن جنگ‌جویان چه برای تجاوز. چه برای دفاع ۰۰. این‌ها همه را می‌توان 
انگیزه‌های نخستین پیشرفت دانش دانست. نتیجه بگیریم : 


اشتباهی جدی است اگر بگوییم» در ریاضیات 
خالص» اندیشه تنها با آفرینش‌ها و گمان‌های خود 
سروکار دارد. مفهوم عدد و شکل. از جایی» جز از 
جهان واقعی کرفته نشده است. ده انگشت دست؛ 
که انسان شمردن یعنی نخستین عمل حساب را روی 
آن‌ها یاد گرفت» هر چیزی هست جز محصولی که زاده 
خود انديشه باشد. برای شمردن. نهتنها باید حیزهایی 
در اختیار داشته باشیم بلکه باید این ویژگی را هم 
داشته‌باشیم که» ضمن بررسی این چیزها» هر خاصیت 
دیگری جز شمار را؛ از آن جدا کنیم و این آمادگی» 
تنها نتیجه‌ای است از پیشرفت طولانی بغرنجی؛ که 
به آزمایش متکی باشد. مفهوم شکل هم‌مانند مفهوم 
عدد؛ تنها از دنبای خارج به‌دست آمده است» تنه از 
مغز و انديشةٌ خالص. پیش از آن‌که بتوان به مفهوم 
شکل رسید. باید چیزهایی با شکل‌های معین موجود 
باشد و این شکل‌هاء با یکدیگر مقایسه شده باشند 
۰ ریاضیات نیز» همچون همه دانش‌های دیگر؛ از 
نیازهای عملی انسان از اندازه‌گیری تکه زمین‌ها و 
کنجایش ظرف‌ها. از محاسبهٌ زمان و از مکانیک یدید 
آمده است . 


این که گفتیم ریاضیات برخاسته از تجربه و نیازهای بشری است. ناید 
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به این معنا گرفته شود که برای هر حکم ریاضی یا هر فضيه ریاضی» می‌توان 
تجربه‌ای ساده پا نیازی فوری پیدا کرد. 

در واقم » ریاضیات در مرحله‌ای از تکامل خود؛ به دستگاهی تبدیل 
می‌شود که برای خود» منطقی خاص و نیروی محرکه خاصی پیدا می‌کند و» از 
این مرحله به بعد انگیزه‌های پیشرفت ریاضیات را باید در دو عامل بیرونی و 
درونی خود جست‌وجو کرد. اگر ریاضیات را دستگاهی (یا سیستمی) بدانیم 
که از یک طرف خود از بیوند دستگاه‌های کو جکتری به وجود آمده است وه 
از طرف دیگرء زیر تاثیر دستگاه‌های نیرومند دیگری فرار دارد؛ باید بپذیریم 
که انگیزه‌های تکامل آن؛ هم در درون این دستگاه فرار دارد و هم در بیرون 
ان ؛ هم حرکت‌هاء تضادها و نیروهای درونی موجب پیشرفت ال می‌شود و 
هم حرکت‌ها؛ تضادها و نیروهای بیرونی موثر بر آن. 

از یک طرف» منطق و استدلال درونی ریاضیات؛ موجب می‌شود تا 
ریاضی‌دان بتواند راه‌های تازه را بگشاید و نظریه‌های تازه را بنا نهد و هم 
نیازهای صنعت و دانش‌های دیگر و؛ در تحلیل آخر نیازهای زندگی؛ 
مساله‌های تازه‌ای را در برابر ریاضی‌دان قرار می‌دهد و حل آن‌ها را از او 
می‌خواهد. ولی باید توجه داشت که نتبجه این دو انگیزه یکی است و 
سرانجام» درستی یا نادرستی آن‌ها با معیار عمل و تجربه تایید و یا تکذیب 
می‌شود. به قول امیل بورل» ریاضی‌دان فرانسوی 

تنها نییجه‌ای با ارزش است که درستی آن در عمل 


ثابت شده باشد. حیله‌های ظاهری» برای اثبات یک 
مطلب کافی بیست . 


ریاضیات از نیازهای زندگی بشر و از تجربه برخاسته است؛ ضمن 
پیشرفت ود با نظریه‌ها و شاخه‌های تازه و تازه‌تری که ممکن ات 
محصول منطق درونی ریاضیات هم باشد - غنی و غنی‌تر می‌شود» ولی 
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سرانجام دیر يا زود؛ دوباره به تجربهٌ زندگی عملی بشر بازمی‌گردد و مددکار 
او در حرکت تکاملی انسان و سمت‌گیری او در جهت زندگی انسانی می‌شود. 

همین دو انگیزه متفاوت در بیشرفت ریاضیات» موجب شده است که 
سمت‌گیری ریاضیات گاه کاربردی باشد و گاه نظری. ریاضیات دوران 
باستان» يا ریاضیات سده‌های میانه (ازجمله در ایران) سمت‌گیری کاربردی 
داشته است؛ در حالی که ریاضیات دوران درخشان یونان باستان و يا ریاضیات 
بعد از سده‌های میانه با سمت‌گیری نظری پیش رفته است. و به نظر می‌رسد 
که در دوران ما ریاضیات تغییر سمت داده و دوباره به سوی ریاضیات 
کاربردی گرایش پیدا کرده است. ولی این بحثی است که باید به موقع خود و 
در جای دیگری به آن پرداخت. 

۲ ریاضیات. دانش جزمی «دو درتا چهارتا» نیست 

ریاضیات هم مثل هر دانش دیگری بازتاب‌دهندهٌ جنبه‌ای از شناخت 
آدمی است. انسان» قانونی اختراع نمی‌کند» بلکه قانون‌های موجود قانون‌هایی 
را که بر طبیعت و جامعه حاکم است کشف می‌کند. به هر آندازه» در کشف 
این قانون‌ها و گشودن رازهای موجود در طبیعتا و جامعه جلوتر رود؛ از 
شناختی بالاتر برخوردار می‌شود. چه طبیعت و چه جامعه. به اندازهٌ کافی 
بغرنج‌اند و به سادگی نمی‌توان به رازهای معماگونه درون آن‌ها پی برد. تنها 
تجربه طولانی نسل‌های متوالی؛ همراه با آزمایش و تفکر توانسته است بخش 
ناچیزی از اين قانون‌ها را آشکار سازد. هرچه رازهای بیشتری از طبیعت و 
جامعه شناخته شود زبونی بشر در برابر نیروهای قهار طبیعت کمتر می‌شود 
و راه رسیدن به زندگی بی‌دغدغه و آرام انسانی را بهتر درک می‌کند. نباید 
انتظار داشت که ریاضیات. به‌عنوان جزئی از شناخت آدمی» از این قاعده 
جدا باشد. ریاضیات هی مثل هر دانش دیگری راه کمال را می‌پیماید و 
در هر گام نسبت به گام قبل» کاراتر و فراگیرتر می‌شود. برای روشن شدن 
مطلب آوردن یکی دو نمونه به ما یاری می‌رساند. 
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در مصر و بابل کهن؛ حنا در بسیاری از کتاب‌های نخستین ریاضی‌دانان 
ایرانی؛ برای محاسبه مساحت هر چهارضلعی» نصف مجموع دو ضلع 
روبه‌رو را» در نصف مجموع دو ضلع روبه‌روی دیگر ضرب می‌کردند. این 
قاعده» دشواری زیادی برای آن‌ها ایجاد نمی‌کرد زیرا زمین‌ها به خودی خود 
و به‌صورت تفرییی؛ مستطیل شکل درمی‌آمدند و اين قاعده» برای محاسبه 
ساحت مستطیل درست بود. آن‌ها؛ برای محاسبة مساحت شکل‌های دیگر 
فاعده مشخصی نداشتند و با روش‌های تفریبی عمل می‌کردند. برای محاسبة 
مساحت داپره» عدد 7 را برابر ۳ می‌گرفتند و مساحت شکل‌های دیگری 
را؛ که در بیرامون خود» خط‌های خمیده داشتند» قابل محاسبه نمی‌دانستند. 
هزاران سال طول کشید تا؛ در سده‌های نزدیک به ما قاعده محاسبهة مساحت 
شکل‌ها. در یونان باستان پیدا شد و برای عدد 7 هم مقدار دفیق‌تری» در 
حدود 7 ؛ به‌دست آمد» همچنین؛ برخحی ویژگی‌های منحتی‌های دیگری مثل 
پیضی و سهمی شناخته شد. ۱ 

ولی برای حل کم‌وپیش کامل مساحت‌ها؛ لازم بود تا سده هفدهم میلادی_ 
انتظار کشید تا» سرانجام» به‌یاری «انتگرال‌گیری»؛ به نتیجه‌ای فطعی‌تر برسد. 
ولی بحث مربوط به مساحت‌ها» هنوز هم ادامه دارد و هر روز با کشف 
قانونی تازه» دقیق‌تر و جامع‌تر می‌شود. 

مثال بسیار روشن دیگر؛ بحث مربوط به قانون‌های هندسی حاکم بر فضا 
است. هندسه اقلیدسی را همه ما می‌شناسیم ما نخستین تعریف‌ها و اصل‌ها 
و قضیه‌ها را» با قانون‌های موجود در این هندسه پاد گرفته‌ايم. 

تا زمانی که کار هندسه. اندازه‌گیری و محاسبهٌ فاصله‌های نزدیکی در 
حدود سطح زمین و فضای نزدیک دوروبر آن بود» هیچ گونه دشواری در 
این هندسه نبود و هیچ‌کس در درستی حکم‌های آن شک نمی‌کرد. عمل؛ 
درستی هم این محاسبه‌ها را تایید می‌کرد. ولی همین‌که «فضای دید» بشر 
گسترش بیشتری یافت و مساله اندازه‌گیری و محاسبه» با مقیاس فاصلةٌ بین 
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ستارگان ثابت و» سپس کهکشان‌ها به میان آمد» دیگر هندسة اقلیدسی نیروی 
سایق خود را از دست داد و هندسه‌ای عام‌تر و جامع تر جای آن را گرفت. 
معلوم شد که مثلاٌ» مجموع زاویه‌های یک مثلث؛ برخلاف آن‌چه در هندسةُ 
اقلیدسی گمان می‌رفت. تنها در یک حالت خاص برابر ۱۸۰ درجه است و؛ 
در حالت‌های کلی» می‌تواند کمتر یا بیشتر از آن باشد. معلوم شد. فضای 
بی‌کران فیزیکی ما» دارای چنان ویژگی است که نمی‌تواند خط راست را بپذیرد 
و» درست همان‌طور که هر خطی روی کره زسم شود. به‌ناجار خطی خمیده 
از آب درمی‌آید؛ در فضای فیزیکی ما هم همه خط‌ها دارای انحنا هستند. 
ولی میزان این انحنا آن‌قدر کم است که برای فاصله‌هایی؛ در حدود فاصله‌های 
درون منظومةٌ خورشیدی. نیازی به در نظر گرفتن آن نیست. بحث مربوط به 
فضا و زمان و فانون‌های هندسی حاکم بر آن؛ هنوز هم ادامه دارد. 

مثال ساده‌تری بياوريم. در کتاب مشهور «مقدمات» اقلیدس اصلی وجود 
دارد که می‌گوید: «هر کل از جزء خود بزرگتر است». این «اصل» چنان 
بدیهی به نظر می‌رسید که کسی کمترین تردیدی دربار؛ٌ درستی آن نداشت. 
«هر کل از جزء خود بزرگتر است»؛ به عنوان اصلی شناخته شده بود که بر 
تمام جهان هستی حاکم است. ولی امروز می‌دانيم این اصل؛ تنها وقتی 
درست است که با مجموعه‌های محدود و باپایان سروکار داشته باشیم. وقتی 
دربارة «تعداد» عضوهای مجموعه‌های بی‌پایان صحبت می‌کنيم» این اصل 
درستی خود را از دست می‌دهد. به عنوان نمونه» روشن مجموعه 
عددهای زوج مثبت» زیرمجموعه» یعنی جزئی از مجموعه عددهای طبیعی 
است. اکنون عضوهای این دو مجموعه را در دو سطر. به‌ترتیب زیر هم 
می‌نویسیم» در سطر اول عددهای زوج و در سطر دوم» عددهای طبیعی : 
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برای هر عدد زوج» یک عدد طبیعی و» برعکس؛ برای هر عدد طبیعی؛ یک 
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عدد زوج وجود دارد. مثلاً عدد زوج ۲۵۲۶ متناظر با عدد طبیعی ۱۲۶۳ 
و عدد طبیعی ۳ متناظر با عدد زوج ۲۰۲۶ است. هیچ عدد زوجی 
پیدا نمی‌شود که نظیری در عددهای طبیعی نداشته باشد و برعکس. اگر به 
تعداد عددهای طبیعی؛ جعبه داشته باشیم و بخواهيم هر عدد زوج را در 
یکی از آن‌ها فرار دهیم» هیچ جعبه‌ای بدون عدد بافی نمی‌ماند و» برعکس ‏ 
هیچ عدد زوجی هم بدون جعبه نمی‌ماند. در ریاضیات می‌گویند» عضوهای 
مجموعهٌ عددهای زوج مثبت با عضوهای مجموعة عددهای طبیعی؛ در تناظر 
یک‌به‌یک هستند. به این ترتیب» نه تعداد عددهای طبیعی از تعداد عددهای 
زوج بیشتر است و نه» برعکس, تعداد عددهای زوج از تعداد عددهای طبیعی 
بیشتر است؛ تعداد عددهای زوج مثبت. با تعداد همه عددهای طبیعی برابر 
است . بنابراین» اصل اقلیدس باید اصلاح شود و به این صورت دراید: «در 
مجموعه‌های متناهی و باپایان» هر کل از جزء خود بزرگتر است». 

ریاضیات وجودی زنده است و مثل هر وجود زندٌ دیگری؛ هیچ چیز 
ثایت و جاودانی در آن بیدا نمی‌شود. ریاضیات» همراه با شناخت آدمی رشد 
می‌کند : 


همان‌طور که درخت بلوط؛ ضمن رشد نیرومند 
خود. شاخه‌های کهن را به‌وسیلة لایه‌های تازه‌ای 
می‌بوشاند» شاخه‌های تازه به بار می‌آورد؛ به سمت بالا 
قد می‌کشد و به‌سوی یایین ريشه می‌دواند» ریاضیات 
هم در پیشرفت خود» نکته‌های تازه‌ای به شاخه‌های 
موجود می‌افزاید» شاخه‌های تازه‌ای می‌افریند» به‌سری 
قله‌های تازه انتزاع بالاا می‌رود و در «اصل‌های» خود 
ژرف‌تر می‌شود ... بیشرفت ریاضیات. تنها به این‌جا 
نمی رسد که قضیه‌های تازه را؛ به‌طور ساده. روی هم 
انبار کند؛ بلکه منجر په تغبیرهای اساسی و کیفی در 

ریاضیات می‌شود . 
از نصل اول «ریاضیات محتونی و روش آن) 


جرزمی نبودن ریاضیات را) از جنبةٌ دیگری هم می‌توان به روشنی احساس 

کرد. در حل مساله‌های ریاضی يا در بیان حکم‌ها و حتا تعریف‌های موجوده 

ناچاریم به شرط‌ها و موفعیت‌هایی که با آن‌ها سروکار داریم» توجه کنیم. به 
۱ ۱ ی سا 

این برسس ؛ ت ناسخی می‌دشید که 1 نزرگر است با ۳ شما جاره‌ای 

جز پاسخ مشروط ندارید: اگر 2 عددی حقیقی باشد» در آن صورت؛ به 


۱ 
شرط ۱ < 2 يا » > 2 > ۰-۱ مقدار 2 از مقدار - بزرگتر است؛ ولی 
- ۱ -‌ سا ۱ ظ ب 
اگر داشته باشیم ۱ > 2 > » يا ۱- > 0 آنوقت مقدار - از مقدار 2 


بزرگتر است ؛ در در حالت ۱ <- 2 و ۱-- < 3 مقدار » با مقدار 2 برایر 
است. در حالت ه <- 2 یا وقتی 2 عددی حقیقی نباشد» برسش 21 بزرگتر 
است با ۰ بی‌معناً می‌شود. 

دربارءٌ جواب معادلةٌ ه < ۱ - ۲ هم باید پاسخ مشروط داد: اگر 
2 را متعلق به مجموعه عددهای گویا (با مجموعهٌ عددهای حقیقی) بدانیم» 
جواب معادله برابر ۷ است؛ ولی اگر * متعلق به مجموعه عددهای درست 
باشد» این معادله جواب ندارد. 

برای درک مثال بعدی؛ به مقدمه‌ای کوتاه نیاز داریم. هر دو عدد ۵ و ۲۵ 


(یعنی ۵ به رقم ۵ ختم می‌شوند. همچنین» هر دو عدد ۲۵ و ۶۲۵ (یعنی 
۲) به دو رقم ۳۵ ختم می‌شوند. عددهای ۶۲۵ و ۵۲( حت ۳۹۰۶۵)| 


به ۶۲۵ ختم می‌شوند. اگر کار را ادامه دهیم. متوجه می‌شویم هر دو 
عدد ۳۹۰۶۲۵ و ۳۹۰۶۲۵۲ به ٩۰۶۲۵‏ ختم می‌شوند و غیره. در عمل 
بعل ) رفم‌های مشترک شتا راست برابر ۲۵ ۸۹۰۴ و + دز مر حله نعد ‏ برابر 
۲۸۰۰۶۳۵ می‌سونك. بنابراین داریم : 


0 


۵ (((۵))) جت ز 


۱۹ 


اگر از رقم‌های سمت راست جلو بياییم و اگر تعداد رقم‌ها را بی‌پایان فرض 
کنیم ) به ین نئیجه می‌رسیم که عددهای 6۵ و 0 با هم برابرند؛ یعنی: 0 

رقم‌های عدد 4 را از راست به چپ. تا هرجا بخواهیم» می‌توانیم به 
ای یتست آوریم؛ ولی الیته هرگز به انتهای سوسیا چب عدد نمی‌رسیم ؛ به همین 
دلیل؛ می‌توان اين عدد راء که تعداد رقم‌های آن بی‌پایان است» بی‌آغاز» 
نامید. 

شدد «بی‌آغاز) دیگری هم وجود دارد که دز معادلهٌ 2 < ۲ صدی می‌کند 
که. البته» پیدا کردن آن اندکی دشوارتر است و؛ در این‌جا از تفضیل دربار 

۶ ۱ << رز 

به این ترتیب؛ اگر جواب‌های معادلهٌ 2 << 2 را در مجموعه‌ای در نظر 
بگیریم که شامل عددهای بی‌آغاز هم بشود آنوقت برای معادلهٌ درجه دوم 
بل 2 9 جهار جواب بهدست می‌آید : 


<< 1 وله عد ۳ب 1 ت ۲بله و۵ حت بل 
آیا این وضع » قانون اصلی جبر را شضی می‌کند که می‌گوید : تعداد ریشه‌های 
حقیقی ععادله 

هد بط ون ...و + تون 


ره ۵ و #4 عددهایی حقیقی‌اند) از 7 تجاوز نمی‌کند؟ جه شد 
که معادله‌ای درجه دوم (که باید حداکثر دو ريشهٌ حقیقی داشته باشد)» جهار 
ريشة حقیقی بیدا کرد؟ و این تازه» مربوط به دستگاه عددشماری دهدهی است 
و اگر دستگاه‌های عددشماری دیگری را در نظر بگیریم؛ باز هم به ریشه‌های 
دیگری برخورد می‌کنيم. 


و ۲ 


در واقع » فانونی از جبر که در بالا از آن یاد کردیم مربوط به 
مجمرعه‌ای از عددهای حقیقی است که» هر عضو آن» عددی معین و محدود 
باشد و به‌طور طبیعی؛ اگر اين مجموعه را گسترش دهیم نباید منتظر باشیم 
که» اين قانون؛ به قوت خود باقی باشد. 

هیچ قانونی؛ در ریاضیات» ابت و پایدار نیست و» درستی آن؛ به 
شرط‌هایی بستگی دارد که اين قانون را به‌رجود آورده‌اند. 

۳ پیشرفت ریاضیات. به‌ویژه در دوران باستان» مسیری هموار نداشته 

است). 

سندهای بسیاری وحجود دارد» مبنی بر این که بسیاری از تمدن‌های باستانی» 
در مرحله‌هایی از تاریخ خود به مرزی از دانش رسیده بودند که موجب شگفتی 
می‌شود. این شگفتی وقتی بیشتر می‌شود که می‌بینیم» در مرحله‌های بعدی؛ 
نه‌تنها دئبال کار گرفته نشده بلکه به‌تدریج گذشتهة خود و دست‌آوردهای 
گذشتگان خود را از یاد برده‌اند. 

در مصر باستان؛ از قانون‌های اهرم» سطح شیب‌دار؛ قرقره و چرخ استفاده 
می‌کردند. شواهدی وجود دارد که درهای برخی از برستش گاه‌های آن‌ها؛ در 
تاریخی نزدیک به سه‌هزار سال پیش به طور خودکار باز و بسته می‌شده 
است. در سرزمین بابل» نزدیک به پنج‌هزار سال پیش روش تصفيهة نفت 
خام را می‌دانستند و از نفت سفید؛ فیر و برخی فراورده‌های دیگر آن استفاده 
می‌کردند. در دهلی» در یکی از پرستشگاه‌های کهن؛ ستونی وجود دارد که 
از آهن خالص است. حتا پرای تیرهای برخی از سقف‌های این پرستش‌گاه از 
همین آهن استفاده شده است. درجه خالص بودن این آهن » ۷ درصد 
است که حتا امروز هم تهیةٌ آن آسان نیست. در ایران» از دوره‌های بسیار 
باستانی از گاه‌شماری خورشیدی استفاده می‌کردند» زمین را کروی می‌دانستند 
و به روایت تاریخ‌نویسان یونانی و رومی در دورة هخامنشیان» انحنای زمین 
را اندازه گرفتند. 


ض 


و اما دربارة ریاضیات؛ وضع از این هم حبرت‌آورتر است. ریاضیات 
یونانی» از سده‌های هفتم و ششم پیش از میلاد به اوج خود می‌رسد و در 
سده‌های چهارم و پنجم بعد از میلاد به زوال خود نزدیک می‌شود. یونانی‌ها؛ 
هندسه را تا درون هندسة عالی یش بردند و به برخی از فضیه‌های هندسةٌ 
عالی هم دنبت یافتند. ولی باید سده‌های بسیار می‌گذشت تا دنبال.کار آن‌ها؛ 
از سده شانزدهم میلادی به بعد» گرفته شود. آپولوئیوس؛ در سل سوم پیش 
از میلاد» کتابی دربار؛ ویژگی‌های متطع‌های مخروطی نوشت؛ ولی نه کسی 
از آن استفاده کرد و نه کسی دنبال کار او را گرفت» تا این‌که در سد؛ شانزدهم 
از زیر خاک درآمد و به‌وسیلة پاسکال. ریاضی‌دان فرانسوی. تنظیم و تکمیل 
شد. ارشمیدس؛ در سده سوم پیش از میلاد؛ به طرح نخستین محاسبة 
انتگرالی رسید و په پاری آن» به عنوان نمونه» مساحت یک قطعه سهمی را 
به‌دست آورد» ولی باز هم باید نزدیک به دو هزار سال انتظار کشید تا روش 
کار او دوباره طرح و تکمیل شود. چهارضلعی‌هایی که خیام؛ در سده دهم 
میلادی طرح کرده و» در واقع به یاری آن‌ها؛ پایه‌های هندسة نااقلیدسی را 
گذاشته بود» تنها در سدهُ نوزدهم به ثمر رسید و به‌وسیلهٌ لباچوسکی بایای؛ 
گوس و سپس ریمان» دنبال شد. 

چرا چنین است؟ اگر بیشرفت دانش» قانون‌مند است و اگر به تکامل 
دایمی دانش اعتقاد داريمی چرا گاهی توقف‌ها و یا حتا عقب‌نشینی‌ها» در 
آن دیده می‌شود؟ چرا پیشرفت دانش؛ به‌ویژه در دوران باستان» راهی هموار 
نداشته است و چرا برخی کشف‌ها و اختراع‌ها دنبال نمی‌شده است؟ 

اگر بخواهیم به همه این پرسش‌هاء پاسخ بدهیم بحث را بسیار دراز 
می‌کند و نمی‌توائيم در چند صفحه از عهدة آن برآييم. امید داریم که بتوانیم در 
جلدهای بعدی اریاضیات محاسبه‌ای»» دست‌کم به برخی از آن‌ها بپردازيم. 
در این‌جا: تنها به ناهمواری مسیر پیشرفت ریاضیات در دوران باستان اشاره 
می‌کنيم و از کنار پرسش‌های دیگر می‌گذريم. 


۳۳ 


یادآوری می‌کنيم که دانش» باید با نظام اجتماعی و نظام زندگی موجود 
سازگار باشد. در دوران اقتصاد ساده برده‌داری» نمی‌توان انتظار صنایع بزرگ و 
تخصص‌ها و دانش‌های مربوط به آن را داشت و یا در شرایط خاص اجتماعی 
ایران گذشته» نمی‌توان انتظار داشت» دنباله کتاب «موسیقی‌الکبیر» ابونصر 
فارابی گرفته شود و موسیقی ایرانی» راه اعتلای خود را؛ به صورتی هموار و 
بی‌دغدغه» بیماید. 

به‌جز این جنگ‌ها و هجوم‌های دایمی را؛ که از ویژگی‌های نظام‌های 
گذشته است. نباید از باد ببریم. به عنوان مثال» در دوران برده‌داری» نیروی 
کار لازم را از راه گرفتن اسیرها تهیه می‌دیدند و» درضمن. با غارت منابع 
سرزمین‌های مخلوب» صاحب مال و ثروت می‌شدند. جنگ‌ها و ویران‌گری‌ها 
را» باید مانعی بزرگ در راه بیشرفت دانش و حفظ میراث فرهنگی گذشته 
دانست. این جنگ‌ها و هجوم‌های پشت سر هم نه‌تنها بی‌ثباتی به وجود 
می‌آورد و آرامشی را که برای پیشرفت دانش لازم استت» از پیت می‌بردا گاه 
تمامی یک تمدن و یک ملت را به نابودی می‌کشید و تمامی دست‌آوردهای 
گذشتة آن را دفن می‌کرد. 

انحصاری بودن دانش در دست عده‌ای خاص هم می‌تواند عاملی برای 
گتترشی نیانتن آن و فرو رفتن آن در مسیرهای خاص و تنگ‌نظرانه باشد. 
دانش ) جنبه‌ای رمزگونه داشت و نمی ‌گذاشتند همگانی شود و؛ درنتیجه با 
اندک پیش‌آمدی؛ همراه با صاحبان اندک آن؛ نابود می‌شد. 

بدون این‌که از این علت‌ها و علت‌های دیگر مشابه آن‌ها چشم بپوشیم» 
به برخی علت‌های خاص ناهمواری پیشرفت ریاضیات باستان اشاره می‌کنیم 
و با آوردن دو نمونهٌ تاریخی و یک بحث کلی» تلاش می‌کنيم تا حد زیادی» 
موضوع را روشن کنیم. 

۱) در حدود جچهارهزار سال پیش از میلاد» یعنی شش‌هزار سال پیش 
در سرزمین‌های عیلام (جنوب و جنوب‌غربی ایران کنونی) و بابل (در عراق 


۳۳ 


کنونی» جایی که به «میان دو رود» یا «بین‌النهرین) مشهور شده است) تمدن‌هایی 
وجود داشت که تا اندازة زیادی» شگفتی‌آور است. 

بابلی‌هاء عددها را» کم‌وبیش با همان روش امروزی (یعنی با استفاده 
از موضعی بودن رقم‌ها) می‌نوشتند و» در مرحله‌ای از تکامل خود؛ نمادی 
هم برای صفر در نظر می‌گرفتند (چیزی که هزاران سال بعد دوباره به‌وسیله 
هندی‌ها کشف شد). نزدیک به بانزده سده پیش از فیاغورث از حالت‌های 
خاص قضیه‌ای: که به نام فیتاغورث مشهور است؛ اطلاع داشتند» توان عددها 
را به کار می‌بردند و برای جذر و کعب عددها جدول‌هایی تنظیم کرده بودند. 
بسیاری از معادله‌های درجه دوم؛ درجه سوم و دومجذوری را حل می‌کردند 
و ... تقسیم‌بندی آمروزی محیط دایره به ۳۶۰ درجه. تقسیم‌بندی شبانه‌روز 
به ۲۴:ساعت و تقسیم ساعت به ۶۰ دثیقه و غیره» که امروز در همه‌جای 
دنیا استفاده می‌شود؛ از یادگارهای مردم باستانی «میان دو رود» است. 

ولی شما در نوشته‌های ریاضی که از مردم بابل باقی مانده است به 
استدلال برنمی‌خورید. در هیچ‌جا؛ کوچکترین تلاشی برای قانم کردن خواننده 
نشده است. همه‌جا افرمان» داده شده است که «چنین کن و چنین به‌دست 
آور). تضام برده‌داری «دولتی - دینی» و حاکمیت مستبد و خشن موجود در 
آن زمان» در شیوهٌ آموزش ریاضی هم اثر گذاشته است. در سرزمینی که 
هرچه فرمان‌روایان و کاهنان می‌گفتند» باید بی چون و چرا اجرا می‌شد و 
هرگونه پرسش و مقاومت در برابر ارادهٌ «بزرگان»» جرم محسوب می‌شد و 
مجازات اعدام داشت در نظامی که روح تحکم و فرمان‌دهی از بالا» و تعبد 
و فرمان‌بری از پایین» امری بدیهی به شمار می‌رفت» در جامعه‌ای که جز 
تسلیم و رضا در برابر صاحبان زور و قدرت» چاره‌ای نبود و اندک تخلف 
از آن» برابر با نابودي حتا تمامی خانواده می‌شد طبیعی است که آموزش 
ریاضی هم نمی‌توانست روشی خلاف قاعده مرسوم داشته باشد. 

ولی:طبیعی است؛ چنین روش شکننده‌ای در آموزش ریاضی» با اندک 


۳۳ 


حادثه‌ای؛ می‌تواند تمامی دست‌آوردهای گذشته را بر باد دهد و یا حتا در 
شرایط عادی هم بسیاری از آگاهی‌ها را به‌دلبل رمزگونه بودن آن‌ها» از پادها 
مس , 

یادآوری این مطلب ضروری است که اين وضم» خاص باپلی‌ها نبود و؛ 
به تقویب یکی از ویژگی‌های دانش در تمامی دنیای کهن به شمار می‌رفت. 

۲( به نمونه‌ای متفاوت» یعنی ریاضیات پونان باستان توجه کنیم. در نظام 
اجتماعی یونان باستان؛ نوعی «دموکراسی» وجود داشت. البته» نظام اجتماعی 
پونان هم در اساس خود نظامی بر پایهٌ کاربرده‌ها و» بنابراین» «دموکراسی» 
خاص آزادها بود. برده‌ها هیچ حقی نداشتند و؛ بنابراین» از «دموکراسی) 
موجود» سهمی نمی‌بردند. برده‌ها» انسان به شمار نمی‌آمدند و» درنتیجه 
«آزادهای» پونان آن‌ها را عضو جامعهٌ یونانی نمی‌دانستند. 

این وضع در جهتی که با بحث ما بستگی دارد؛ دو نتیجه به بار آورد: 

اول» به دلیل این‌که کارهای جسمی و عملی» خاص برده‌ها بود و 
«آزادها»» کار عملی را نایسند می‌شمردند و تنها تفکر و دانش را در شأن خود 
می‌دانستند» تنها دانش‌هایی رونق گرفت که جنبةٌ عملی و کاربردی کمتری 
داشتند. ارسطر می‌گفت : 

دانزشی بر دیگر دانش‌ها برتری دارد که انگیزه بیرونی 
نداشته باشد. 

یعنی تنها از ذهن و «تفکره برخاسته باشد و نتوان در زندگی و عمل به 
آن برخورد. کارهای عملی و روزمره را؛ برده‌ها انجام می‌دادند و «آزادها» به 
بحث و مجادله دربارهُ قانون‌های حاکم بر کاینات می‌پرداختند. حتا برخی از 
صاحبان انديشه که اعتقاد به بردن مساله‌های فلسفی و علمی به دورن مردم 
عادی (و البته» هنوز نه برده‌ها) داشتند» از طرف فیلسوفان مبلغ اشرافیت» 
نام «سوفسطائی» را دریافت کردند که در زبان فارسی» به «سفسطه‌گران» تعبیر 


سله است. 
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چنین بود که فلسفه و ریاضیات, در مرکز توجه دانشمندان پونانی فرار 
گرفت» البته آن بخش از ریاضیات که کاربرد عملی نداشت و. در این میان؛ 
هندنه دانشی ممتاز به شمار می‌رفت؛ چراکه به نظر می‌رسید» مساله‌های 
انتزاعی هندسته» نمی‌توانند کاربردی در عمل داشته باشند. می‌دانید که افلاطون 
هم با آن که هندسه‌دان بزرگی نبود» بر سردر آکادمی خود نوشته بود: «هرکس 
هندسه نمی‌داند وارد نشود؛. 

از میان دانشمندان یونانی» تنها استثناهایی بیدا می‌شوند که در زمینه 
کشف قانون‌های فیزیکی و يا بیش‌برد حساب (که کمان می‌رفت تنها به درد 
محاسبه‌های عملی - که کاری ناسند است - می‌خورد) تلاش کرده باشند. 
برجسته‌ترین این استثناها» ارشمیدس است که گویا؛ دورانی از زندگی خود را 
به درد کین گذرانده و سس آزاد شده بود. 

این بود که هندسه‌دانان پونانی» برجسته‌ترین دانشمندان آن زمان‌اند و» به 
همین دلیل) فرت دنه پونانی توانست گام به درون مرزهای هنلسه عالی بگذارد؛ 
در حالی که حساب» جز شرفت اندکی نداشت و جبر به وجود هم نیامد. 
پونانبان حتا در عددنویسی» در همان مرحله‌های اپتدایی بافی ماندند و این 
درحالی بود که «مقدمات» اقلیدس و «مخروطات» آیولوئیوس آفریده شده بوك. 

دوم ؛ وجرد همین «دموکراسی» نارسا و محدود یونانی موجب شد تاه 
برخلاف ملت‌های باستانی دیگر؛ روح منطق و استدلال بر ریاضیات یونانی 
حاکم شود؛ تا آن‌جا که کتاب عظیم اقلیدس پدید آمد که؛ به تقریب؛ همان 
چیزی است که امروز هم هندسه‌های دبیرستانی را؛ با روش آن تنظیم می‌کنند. 
یکی از دلیل‌هایی که موجب شدء تا منطبق و استدلال بتواند راه رشد خود 
را در یرنان ناستان بیابد» آن بود که جامعهٌ باستانی یونان آن روزگار از 
آزادی نسبی ۰ دست‌کم برای عده‌ای از مردم » بر خوردار بود. 

آن‌چه دربار؛ بستگی نظام‌های اجتماعی و پیش‌آمدهای سیاسی با پیشرفت 
نظریه‌های علمی» و ازجمله ریاضیات گفتيم نباید اين سوءتفاهم را به‌وجود 
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آورد که می‌توان تاریخ دانش و ازجمله تاریخ ریاضیات را؛ به همان دوره‌های 
مربوط به تفسیم نظام‌های اقتصادی و اجتماعی تقسیم کرد و مثلاً» از 
ریاضیات دوران بردگی یا ریاضیات دوران سرمایه‌داری صحبت کرد. بیشرفت 
دانش» قانون‌های خاص خودش را دارد و نظام‌های افتصادی و اجتماعی» 
تنها به عنوان یکی از عامل‌های موثر در جریان‌های فکری و علمی» می‌تواند 
بر روند حرکت دانش» کاربردهای آن و به‌ویژه. در روش‌های آموزشی و 
تفسیرهای فلسفی اثر بگذارد. 


در همین بررسی کوناه» نکنهٌ دیگری هم روشن می‌شود: برخلاف تصفر 
عده‌ای» همه جیز از پرنان آغاز نشده است. این درست است که گاء ملتی یا 
قومی» در شرایطی خاص. امکان بروز نسبی استعدادهای خود را بیدا می‌کند 
و» برای دورانی» درخششی چشم‌گیر نشان می‌دهد؛ ولی این نتیجه‌گیری به 
طور قطع نادرست است که ملتی بر دیگر ملت‌ها برتری دارد و یا بدتر از 
آن؛ ملتی به تنهایی توانسته است؛ آبشخور فلسفی» علمی و هنری تمامی 
جهان باشد. همه ملت‌ها» سهم خود را در تاریخ به‌جا گذاشته‌اند و همیشه 
با انتقال دانش از جایی به جای دیگر و برخورد اندیشه‌ها در میان ملت‌ها 
و قوم‌های دور و نزدیک» جریان‌های اندیشه‌ای نیروی بیشتری گرفته‌اند و با 
سرعت بیشتری وارد زندگی و عمل شده‌اند. 

نتیجه دیگری که از این بحث به دست می‌آید؛ این است که از ریاضیات 
نباید توقع بیش از اندازه داشت. 

امروز ریاضیات به ابزار نیرومندی برای همه دانش‌ها تبدیل شده است. 
ریاضیات حتا در دانش‌هایی که به کلی دور از آن به نظر می‌آمدند» مثل 
روان‌شناسی» جامعه‌شناسی» زبان‌شناسی» پزشکی و غیر آن نفوذ کرده است 
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وه به‌ویژه» نوع استدلال ریاضی و روش‌های ریاضیء به معیاری برای ارزیاپی 
دفت و درستی این دانش‌ها تبدیل شده است. 

ولی این وضم. به معنای آن نیست که هر کاری از ریاضیات ساخته 
است و می‌نواند» به نحوی» جانشین سایر دانش‌ها شود. زمانی لاپب‌نیتس» 
ریاضی‌دان و اندیشمند سدهٌ هفدهم» گمان می‌کرد که می‌توان قانونی یا رابطه‌ای 
ریاضی پیدا کرد که بتواند تمامی دشواری‌های موجود را شرح دهد ولی طبیعی 
بود که نتواند به چنین رابطه یا قانونی دست یابد. 

برای ارزیابی یروی ریاضیات» باید به دو نکته توجه داشت : 

اوّل» ریاضیات بخشی از شناخت آدمی را تشکیل می‌دهد و بناب این » همراه 

با تکامل شناخت پیش می‌رود. پیش از این هم گفتیم» ممکن است ریاضیات 
در دوره‌ای و تا حدی؛ از شناخت آدمی ؛ به معنای اعم آن؛ یعنی از تجربه و 
زندگی علمی و اندیشه‌ای» جلو بیفند» ولی این جلوافتادگی محدود و موقت 
است و هرگز نمی‌تواند به طور کلی» خود را از مجموعهٌ شناخت آدمی جدا 

همین پیروی ریاضیات از شناخت آدمی» موجب می‌شود تا کارآیی و 
توانایی آن را محدود کند. تکامل نظریه‌های ریاضی و دقیق‌تر شدن آن‌ها؛ 
تک جدی به شناخت کلی انسان از جهان خارج دارد و» از آن‌جا که آگاهی 
از جهان بیرون» هميشه محدود و تقریبی است. توان و کاربرد ریاضیات هم 
محدود و تقریبی باقی می‌ماند. هرچه شناخت آدمی از جهان بیرون» به 
حقیقت نزدیک‌تر شود قانون‌ها و نظریه‌های ریاضی هم دقیق‌تر و کاراتر 
می‌شوند. هرگز زمانی فرا نمی‌رسد که نظریه‌های ریاضی دارای دقت مطلق 
و کارآیی مطلق باشند. هميشه یک نظرية ریاضی» با شرط‌هایی» دفیق است و 
ِ اوضاع و احوال خاصی کاربرد دارد. 

دوم» ریاضیات تنها جنبه‌ای از شناخت را تشکیل می‌دهد نه همه آن را 
ریاضیات» مثل. هر دانش دیگری. تنها در بستگی با سایر دانش‌ها می‌تواند 
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معنا و مفهوم پیدا کنند. همان‌طور که تنها با شناختن وزن» وزن مخصوصء 
قابلیت کشش و ویژگی‌های دیگر فیزیکی یک جسم» نمی‌توان آن را» به 
صورتی جامع و کامل شناخت» همان‌طور هم تنها با توجه به ویژگی‌های 
ریاضی یک جسم مثل شکل.» اندازه تبدیل‌پذیری و خاصیت‌های توپولوژی 
آن» نمی‌توان جامعیت آن جسم را درک کرد. به‌جز این برای به کار گرفتن 
ریاضیات. باید توجه کرد که در کجا و به جه فصدی از آن استفاده می‌کنيم؛ 
در غیر این صورت و تنها استفاده از قانون‌های خالص ریاضی ممکن است 
ما را به گمراهی بکشاند. 

به عنوان نمونه» برابری ریاضی ۱ < 2 ۲ را نمی‌توان درباره تکه 
الماسی که به سه بخش پرابر تقسیم شده است؛ به کار برد؛ حرا که سه تکه 
جداگانة آن» ارزش یک تک به هم پيوسته آن را ندارد. همچنین از برابری 
۰ << ۱۰ + ۰۱۰ نمی‌توان برای مخلوط کردن آب و الکل استفاده کرد؛ 
چراکه اکر ۱۰ لیتر آب را با ۱۰ لیتر الکل مخلوط کنیم» به جای ۲۰ لیتره 
٩‏ لیغر اب ای الکان بة تن می‌آوريم. 

حیأ در خود ریاضیات هم کاربرد اصل‌ها و فضیه‌ها و رابطه‌ها: اغلب 
با شرطهایی همراه است. مثال «هر کل» از جزء خود بزرگتر است» را» پیش 
از این دیدیم» ولی نمونه‌های ساده‌تری را هم می‌توان آورد. 

آیا با در دست داشتن سه زاویه از مثلث» می‌توان طول ضلم‌های آن را 
به دست اورد؟ در پاسخ» باید گفت : در هندسه اقلیدسی نه» ولی در هندسةٌ 
لباچوسکی يا در مثلث کروی بله! 

ریاضیات: نه در قانون‌ها و قضیه‌های خود؛ و نه در روش‌ها و شیوه‌های 
درونی و کاربردی خود. نیروی مطلق ندارد و توان آن» بستگی به مجموعةٌ 
توان آدمی در شناخت از جهان دارد. 

۴ آیا انسان‌های نخستین» وحشی و آدم‌خوار بوده‌اند؟ 

استخوانی از یک ماده گرگ؛ مربوط به قریب ۳۰۰۰۰ سال پیش؛ در 
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شمال ارویا (در چک) بیدا شده است که روی آن» رشته‌ای شامل ۵۵ برش 
وجود دارد. اين برش‌ها در دو ردیف و در گروه‌های پنج‌تایی» به‌طور منظم 
قرار گرفته‌اند. 

برش‌ها» کار دست انسان آن روزگار است و نشان می‌دهد که با این 
روش خواسته‌اند نوعی صورت حساب را نگه‌داری کنند. درضمن» در این 
(محاسبة) ابتدایی» مقدمات نخستین عددشماری در مبنای ۵ آماده شده است 
(به باد بیاوریم؛ هر دست انسان بنج انگشت دارد). 

داروین می‌گوید. برای کار ذهنی؛ به‌ویژه ریاضی» دو عامل اصلی لازم 
است : حافظه و تصور. و انسان نخستین این دو عامل ضررری استدلال 
ریاضی را در اختبار داشت. باستان‌شناسی نشان می‌دهد که ریاضیات (به 
معنای مقدماتی آن) نقاشی و موسیقی» همیشه و از همان آغاز» با بشر 
همراه بوده است. و چگونه می‌توان تصور کرد که انسان» انسانی که هميشه 
به صورت جمعی زندگی می‌کرد» انسانی که تصور و حافظه داشته و انسانی 
که اثرهای هنری بدیعی از خود به یادگار گذاشته است؛ تمایل به آدم‌خواری 
داشته باشد؟ 

حقیقت این است که نظریه‌بردازان جهان سرمایه‌داری» به فصد تحقیر 
انسان و به قصد پرده‌پوشی جنایت‌ها؛ آدم‌کشی‌ها و ویران‌گری‌های سردمداران 
خود. و به منظور محکم کردن اندیشه‌های نزادپرستانه؛ به این تحریف تاریخی 
دست زده‌اند. باید به نحوی فتل‌عام (آزتک‌ها» و «اینکاها»» مردم بومی سرزمین 
امریکا را و نابردی کامل تمدن آن‌ها را به دست جنایت‌کاران حرفه‌ای ارویایی؛ 
توجیه کرد. بید به بردگی کشاندن میلیون‌ها سیاپوست افریقایی راء از نظر 
تاریخی قابل قبول جلوه داد. باید به نظريه ضد انسانی جدایی نژادی» جدایی 
قومی؛ جدایی اندیشه‌ای» لباس دانش بوشاند. 

حقیقت این است» از زمانی که بشر پای به جامعه‌ای نابرابر گذاشت؛ 
نیروهای حاکم پر جامعه «آدم‌خوار) بودند و این «آدم‌خواری) در سدهة سسستمم 
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و دوران اوج دیوانگی سرمایه‌داری؛ به نهایت خود رسیده است. ولی اینان؛ 
همیشه لباس قصابی پر تن ندارند و در پناه نظریه‌های فلسفی؛ چهر؛ خود را 
می‌پوشانند. سرخ‌پوستان بومی مریکا را فتل‌عام کردند و» آنوقت» هنر سینمایی 
خود را در خحدمت ادم‌کشان گذاشتند و از این انسان‌های آرام و زح اکن 
چهره‌ای «وحشی» به جهان نشان دادند. حتا بسیاری از فیلم‌های به اصطلاح 
«علمی» امریکایی» مبلغ وحشی‌گری و آدم‌خواری است. «مسافران فضایی) این 
فیلم‌ها» هرجا به سرزمینی ناشناخته می‌رسند» با موجوداتی «وحشی) روبه‌رو 
می‌شوند که تمامی نیروهای علمی خود را برای نابودی جهان هستی بسیج 
کرده‌اند. 

سردمداران جهان سرمایه‌داری» ناچارند همه مردم جهان و همه كُذُشْتة 
تاریخ بشری را سیاه جلوه دهند تا در پناه آن؛ سیاهی قلب خود و سیاه‌کاری‌های 
رفتار خود را بپوشانند. انسان مظلوم» هميشه در کنار آفرینش‌های هنری و 
علمی خود؛ برای رسیدن به زندگی بهتر تلاش کرده است. این تلاش در 
سراسر تاریخ پر رنج و شکنجه انسان وجرد داشته است و همیشه؛ این 
تلاش‌هاء به نام مبارزه با اوحشی‌گری» سرکوب شده است. ولی در دوران ما؛ 
پیش از هر زمان دیگری» در تلاش‌اند تا تاریخ را تحریف کنند و «وحشی‌گری) 
و «دم‌خواری» انسان را به اثبات برسانند. 

۵ انسان مقهور دانش خود نخواهد شد 

یکی دیگر از تبلیغ‌های پردامنٌ فلسفه‌بافان جهان سرمایه‌داری» در جهت 
نفی دنتش و اثبات زپونی انسان است. تبلیغ می‌کنند که انسان» سرنوشتی 
جز تسلیم ندارد. می‌گویند تا زمانی که ثیروهای طبیعت آزاد بودند و دانش 
بشر توانایی رویارویی با آن‌ها را نداشت. انسان از یک طرف در بند خرافه و 
طلسم و جادو و خیال‌پردازی بود و از طرف دیگر؛ با اندک خشم طبیعت؛ 
نابودی و ویرانی به سراغش می‌آمد؛ ولی اکنون که به طور نسبی برخی از 
قانون‌های طبیعت را شناخته و بر برخی از نیروهای آن» کم و بیش» حاکم 


۳۹ 


شده است» ناجار است در برابر سرنوشتی که دانش برای او تعیین می‌کند؛ 
تسلیم شود. 

تصور هراسناکی که برخی فیلم‌سازان و فصه‌نویسان دنیای غرب» از 
آدم‌های ماشینی آپنده و روبات‌ها می‌دهند» موی بر تن آدم راست می‌کند. 
چاره‌ای برای انسان نیست؛ هميشه باید تسلیم باشد: يا تسلیم جهل و ناآگاهی 
و پا تسلیم «وحشی‌گري» ناشی از پیشرفت دانش و انسان‌های مصنوعی آینده. 

این درست است که ماشین؛ به طور دایم تکامل می‌یابد و به سوی 
جامعیت پیش می‌رود؛ ولی تکامل و جامعیت ماشین» فرع تکامل و جامعیت 
انسان است. انسان و ماشین» هردو تکامل می‌یابند و بیش می‌روند» ولی 
هميشه جامعیت انسان از جامعیت ماشین جلوتر است و ماشین هرگز نمی‌تواند 
جانشین انسان بشود و با اژ آن جلو بیفند. 


این کتاب هم با همان روش‌های جلدهای پیشین «ریاضیات محاسبه‌ای» 
تنظیم شده است و نیازی نیست؛ دوباره آن‌ها را تکرار کنیم. تنها این 
اشاره را لازم می‌دانم که باه عمد و مثل کتاب‌های قبلی ؛ در تمرین‌ها؛ 
مساله‌های ساده‌تر» و «دشوارتر» از هم جدا نشده‌اند. وقتی در زندگی» یا 
ضمن مطالعهٌ طبیعت و یا در برخورد با دشواری‌های دانش‌های دیگر» به 
مساله‌هایی برمی‌خورید که باید به «حل» آن‌ها پیردازید» کسی این"«مساله‌ها» 
را برای شتما گروه‌بندی نمی‌کند که در آغاز» از ساده‌ها شروع کنید و» سپس 
۳ به‌تدریج » وارد دشوارها بشوید. تنها کاری که در این کتاب‌ها شده است؛ این 
است که» در آن‌ها؛ مساله‌های دشوارتر با نشانه ستاره (*):مشخص شده‌اند. 
ولی سفارش من این است که؛ اگر می‌خواهید در درس ریاضی خود پیشرفت 
درخشانی داشته باشید و اگر می‌خواهید به واقع؛ درکی ریاضی پیدا کنید 


۳ 


مساله‌ها را دست‌جین و پا گروه‌بندی نکنید. و به همان ردیفی که در کتاب 
آمده است» آن‌ها را دثبال کنید. 


تمرین‌ها 

۱ وقتی از عدد طبیعی ۰ عدد ۱ + ۰۳ را ساخته‌ايم» عددی نه‌رقمی 
به دست آمده است که در بین رفم‌های آن صفر وجود ندارد. ثابت کنید» در 
این عدد نه‌رفمی » دست‌کم؛ دو رفم برابر وجود دارد. 

بودجه‌ای برای کشیدن ۲۸ کیلومتر جاده وجود دارد. با این بودجه 
می‌خواهيم جاده‌هایی احداث کنیم که جهار مرکز ۰۸ ۰ نت و زر را 
که در چهار راس مربعی به ضلع پرابر »۱ کیلومتر قرار دارند به هم وصل 
کنیم. جاده‌ها را چگونه بسازیم که روی‌هم» از ۲۸ کبلومتر تجاوز نکند و؛ 
درضمن؛ بتوان از هر مرکز به مرکز دیگر از طریق جاده رفت؟ 

۴ وت ۲ ۱۵ اد هه ۱( ۷ و و تهویکيه از انم 
عددهاء در تقسیم بر ۰۸ بافی‌مانده‌ای برابر ۱ می‌دهند. آبا اين وضع تصادفی 
است و پا یک قانون است که مجذور هر عدد فردی از آن بیروی می‌کند؟ 

۴ ثابت کنید» اگر مجموع سه عدد بر ۶ بخش‌پذیر باشد مجموع 
مکعب‌های آن‌ها هم بر ۶ بخش‌پذیر است. 

۵ عدد طبیعی :2 بین » و ۶۰ فرار دارد (۶۰ > 2 > ۰). 2 را 
بر عددهای ۰۳ ۴ و ۵ تقسیم کرده‌ايم. به ترتیب» باقی‌مانده‌های ۰0 9 و 6 
به‌دست آمده است. ثابت کنید 2 برابر است با باقی‌ماندُ حاصل از تقسیم 
عدد ۳۶ + ۴۵0 + ۴۰۵ بر ۶۰. 


۶ این دو برابری را آزمایش کنید تا به درستی آن‌ها فانم شوید: 


)۱( 1 ۱ / ی 
۱ ۴ ۳ ۱ ۳۸ ۱ ۰ ۶۸ 


۳۳ 


رد 


روشن است که همه‌جا نمی‌توان از این «فانون» استفاده کرد. 


1 


زیرا سمت چپ برابری؛ ابر < و سمت راست آن برابر .> است. آیا 
می‌توانید دستوری بیدا کنید که» به پاری آن بتوان همه برابری‌های از نوع 
(۱) را نوشت؟ 

۷ دو برابری عجیب : 


* 
۵ ۱ ۲ ۲ 
۴ ۱۵ سس « 
و اب 
۵ ۷ 


آزمایش کنید. این دو برابری درست‌اند؛ روشن است که هميشه این‌طور 
نیست. آیا می‌توانید دستوری پرای نوشتن این‌گونه برابری‌ها پیدا کنید؟ 
۱ ۱ یک اتحاد دزوست 


۳۳ ۴(۲۰ + ۰۱/)2۲ + ۴(۲ - اع)/ - 


۰ چیستا و ناهید و مزده سه خواهرند. وفتی ناهید به سن امروزی 
چیستا برسد آن‌وقت سن چیستا دو برابر سن مژده خواهد بود. مژده بزرگتر 
است يا ناهید؟ هم‌اکنون نسبت سن ناهید به سن مزده چقدر است؟ 

5 منوچهر؛ ابراهیم؛ داراب و تهمورث در یک مدرسه خدمت می‌کنند؛ 
یکی رئیس؛ دیگری معاون؛ سومی دفتردار و چهارمی خدمت‌گذار مدرسه 
است. می‌دانيم : 


۳۲ 


داراب از ابراهیم بزرگتر است؟ 

رئیس مدرسه در این گوره چهارنفری» خویشاوندی ندارد؛ 

دفتردار و خدمت گذار برادرند و برادر دیگری ندارند ؛ 

داراب بردارزادة منوچهر است؛ 

خدمت گذار عموی معاون نیست؛ معاون هم عموی دفتردار نیست. 

معلوم کنید» در اين مدرسه. هرکس چه پستی دارد؟ چه خویشاوندی با 
هم دارند؟ 

۲ یک گروه »۱۰ نفری جهان‌گرد وارد ایران می‌شدند. ۱۰ نفر از 
آن‌ها نه به زبان فرانسوی صحبت می‌کردند و نه به زبان انگلیسی. ۷۵ نفر با 
زبان فرانسوی و ۸۵ نفر با زبان انگلیسی آشنا بودند. چند جهان‌گرد» می‌توانند 
به هر دو زبان فرانسوی و انگلیسی صحبت کنند؟ 

۳ ضرب زیر را کامل کنید: 

کب 
« 
0 


سس مت ازع چپ ۲ 
جد * | 4 *# 


چا با با با 
به شرطی که هر ستاره (*)۰ نماینده یک رقم باشد و بدانیم. در اين ضرب 
از رقم ۷ استفاده نشده است. 

1 مجموع سه عدد» برابر است با "و که» در آن؛ 7 عددی است اول. 
مجموع دوتا از این عددها چهار برابر عدد سوم است و کوچکترین مضرب 
مشترک همان دو عدد. برابر است با ۲۵۰. اين سه عدد را بیدا کنید. 

۵ در این‌جا با کنار هم گذاشتن رقم‌های از ۱ تا ٩‏ با استفاده از دو 
نشانة + و - عدد ۱۰۰ را ساخته‌ايم : 


۱۳۳ -- ۴۳۵ - ۶۷ د‎ ۸٩ -- ۵ 


۳۵ 


آیا می‌توانید؛ رفم‌ها را به‌صورت نزولی؛ یعنی از ٩‏ تا ۱ در نظر بگیرید و با 
استفاده از نشانه‌های + و -. عدد ۱:۰ را بسازید؟ 
۶ در دستگاه دو معادلة دومجهولی 
6 < 0۷ 4 05 ۱ 
-< راو + 02 

می‌دانیم عددهای ۰0 ۰۷9 6 که او عم (به همین ردیف) تشکیل یک 
تصاعد حسابی داده‌اند. ثابت کنید» جواب دستگاه به قدرنست تصاعد 
بستگی ندارد. 

۷ هفت عدد طبیعی پشت‌سر هم پیدا کنید که» مجموع توان‌های دوم 
چهار عدد کوچکتر؛ برابر مجموع توان‌های دوم سه عدد بزرگتر باشد. 

۸ با رقم‌های یک عدد سه‌رفمی» همه عددهای دورقمی ممکن را 
(البته» بدون تکرار رقم‌ها) نوشته‌ايم. مجموع این عددهای دورقمی؛ دو برابر 
عدد سه‌رقمی شده است. عدد سه‌رقمی را بیدا کنید. 

تعدادی مرغ خروس و غاز» روی‌هم ۳۰ عدد خریدیم و» برای 
قیمت آن‌ها؛ ۰ اسکناس پرداختيم (اسکناس‌ها» ارزش برابر دارند). می‌دانیم 
برای هر سه مرغ یک اسکناس برای هر دو خروس یک اسکناس و پرای هر 
غاز دو اسکناس پرداخته‌ايم. چند مرغ» چند خروس و چند غاز خریده‌ایم؟ 

این مساله» متعلق به لئوناردو فیبوناچی؛ ریاضی‌دان ایتالیایی سد؛ ذوازدهم 
است که با اندکی تغییر» در این‌جا آورده‌ايم. 

۰ عددی است سه رقمی با رقم‌های مختلف. وقتی ۷ واحد به آن 
اضافه کردیم بر ۰۷ وقتی باز هم ۸ واحد به آن اضافه کردیم بر ۸ و وقتی باز 
هم ٩‏ واحد به آن اضافه کردیم بر ٩‏ بخش‌پذیر شد. چند عدد سه‌رقمی با این 
شرط‌ها وجود دارد؟ 

* . به‌ازای کدام عددهای گویای ۰2 مقدار عبارت 


108)2 - ۴2 - ۲( 


۳۶ 


برابر با عددی درست (مثبت منفی یا صفر) می‌شود؟ 

۲۳ در یک مستطیل؛ طول هر ضلع» با عددی درست بیان شده است. 
درضمن» عدد مساحت این مستطیل با عدد محیط آن برابر است. طول هریک 
از دو ضلع مستطیل را پیدا کنید. 

۳ عددی دورقمی بیدا کنید که برابر باشد با مجموع مکعب رقم یکان 
و مربم رقم دهگان خود. 

۴ الف) دستوری پیدا کنید که به یاری آن» بتوان به مجموعة عددهای 
درست (,7) دست یافت که در معادلٌ زیر صدق کنند : 


۱ عد ۲۵ ۲۵۶ 
ب) آیا برای ( ,2) در معادله ۱۷ <- ۱۲۷ - ۹2 می‌توان جوابی شامل 


عددهای درست 7 و ۷ بیدا کرد؟ 


۵ . معادله دایره‌ای » به این صورت داده شده است : 
0 ۴24۳ - رود 2 


معادلٌ سهمی را پیدا کنید که» راس آن» بر مرکز این دایره واقم باشد و از 
دایره» وتری به طول ۲/+ جدا کند. محور تقارن سهمی. موازی با محور 1/9 


۶ . معادله سهمی» به این صورت داده شده است : 
)۱( - ۱(۵ - ۵) + آ وه < لن 
۱) به‌ازای چه مقداری از »۰ سهمی (۰)۱ محور عرض را در نقطه‌ای 
2 ۱ 
به عرض << قطع می‌کند؟ 
۲( آیا می‌توان ب را طوری بیدا کرد که سهمی (۱ با محور 5۳ 
نقطه مشترکی نداشته باشد؟ در جه حالتی سهمی (۱ بر محور بر مماس 


۳۷ 


۲۳ 4 را طوری پیدا کنید که راس سهمی (۰)۱ در نقطه‌ای به طول برابر 
۳ 

۴ به‌ازای چه مقداری از ». راس سهمی عرضی برابر ۱- دارد؟ 

۵#) خط راست ۲ < لا + ۰۲2 بر کدام‌یک از سهمی‌های (۱) و در 
چه نقطه‌ای مماس است؟ 

۶ اگر سهمی‌های (۰)۱ از نقطه یا نقطه‌های ثابتی می‌گذرند مختصات 
این نقطه یا نقطه‌ها را پیدا کنید. 

۷#) وفتی ۵ تغییر کند» جای سهمی (۱) و بنابراین جای راس آن 
تغییر می‌کند. ثابت کنید» راس سهمی‌های (۰)۱ روی یک سهمی مماس بر 
محور 2 جابه‌جا می‌شود. 

۸ ۲ < 6 فرض کنید: الف) خط راست ۲7۰ + 2 < ۷. به‌ازای جه 
مقدارهایی از :77 سهمی را قطم می‌کند؟ اگر نقطه‌های برخورد خط راست و 
سهمی را ۸ و 7 بنامیم؛ معادله مکان هندسی نقطة ۴ وسط پارهخط راست 
7 را بیدا کنید؛ 

ب) مساله الف را دربارهٌ خط راست 772 <- 1 حل کنید. 

#) سهمی "2- < لا به‌ازای بعضی مقدارهای ۰6 سهمی (۱) را 
قطم می‌کند. نقطه‌های برخورد دو سهمی را ۸۷ و ۰۷ و وسط باره‌خط راست 
۷ را 7 می‌نامیم. مکان هندسی نقطهٌ 7 را پیدا کنید. 

۷ از نقطة به طول ۲ < 7 واقع بر نمودار سهمی 


 < -» 4 ۵0-۳ 


نقطه‌هایی فصم می‌کند؟ 
۱ 


۳۸ 


۹ سهیمی (2۳ تب 8 جح با فافه. سلة اسستا. از نقطه‌های زیر » کدام 
روی سهمی؛ کدام در درون سهمی و کدام در بیرون سهمی قرار دارند : 


۳ ۵ ۱ ۱ 

1 
7 را طوری بیدا کنید که معادلة درجه سوم 

٩+ ۱(۵ + 0 - ۱ 6‏ ) + ۱(2۲ + ۲(۵) - ون 


دو ريشه برانر داشته باشد. در هر حالت؛ ریشه‌های معادله را محاسبه کنید. 

۱ از نقطة ۸ به طول ؟- واقم بر محور عا: بر تمودار تبع با 
ضابطهٌ 2۲ + 27 <- ۰۷ چند مماس می‌توان رسم کرد؟ معادلة هریک از این 
مماس‌ها را بیدا کنید. 

۲ هشت عدد طبیعی کوچکتر از ۰۱۶ به تصادف انتخاب کرده‌ايم. 
اگر این هشت عدد را دوبه‌دو در نظر بگیریم و در هر حالت» عدد کوجکتر 
را از عدد بزرگتر کم کنیم» چند تفاضل به‌دست می‌آید؟ ثابت کنید» در بین 
این تفاضل‌ها» دست‌کم سه عدد برابر وجود دارد. 

+۳ (:)/ یک چندجمله‌ای با ضریب‌های درست است و می‌دانیم 
(۶)۷ بر ۱۱ و (۱۱) بر ۷ بخش‌پذیر است. ثابت کنید (۱۸)/ بر ۷۷ 
بخش‌پذیر است. 

۴ با فرض درست بودن عددهای ۰ و 6 و و 0 می‌دانيم 
معادله‌های 


» - لو + ول او اد تم + و 
یک ريشه بنشنی ک دارند که عددیی دز ست ك متا ثابت کند در این صورت 
8 < و ه < 6 


۳۹ 


۵+۶ تابع با ضابطة (2) را که به‌ازای هم مقدارهای 2 معین و 


۵ ۳ 
.ین 


حقیقی است» با شرط 


2 - 


۷ + < - (ه + ع)۶ 


داده شده است که در آن؛ عددی است حقیقی و مخالف صفر. 

بت کنید (2) تبمی منناوب است» یعنی عددی حقیقی مثل ۰ و ا 
وجود دارد؛ به نحوی که برای همه مقدارهای 2 برابری (2)] < (5+۷) 
برقرار باشد. 

۶ لا اول و قدر سبت یک تضاهد حسابی پی‌پایان: عددهایی 
طبیعی‌اند. ثابت کنید» در این تصاعد می‌توان بی‌نهایت جمله بیدا کرد که 
مجموع رقم‌های آن‌ها» یکی باشد. 

۷ مجموعٌ بی‌پایان / شامل عددهای طبیعی است و می‌دائيم از 
بین هر ۵۰ عدد طبیعی پشت‌سرهم؛ دست‌کم یک جمله از مجموعه وجود 
دارد. ثابت کنید. می‌توان چهار جملة 7۰ و « و م و 4 از اپن مجموعه را 
طوری پیدا کرد که داشته باشیم: 


77-۲ 7 < ۲ 6 


۸ « عددی است طبیعی. کوچکترین عدد طبیعی را پیدا کنید که با 
عدد ۴ + ۳:۲ - ۰۳ برابر وه درضمن. بر ۱۷۳ بخش‌پذیر باشد. 

۶ ایا عددهای درست » و ش را می‌توان طوری پیدا کرد که 
حاصل‌ضرب دو ريشه از چهار ريش معادلة 


م ‏ ۱+ ۵ج + وق د وهی + و 
بزابر با ۳ ناشز؟ 


۳۰ 


عد‌دها ساخته‌ایم : 


می‌حواهیم باقی‌ماندُ حاصل از تقسیم (2)] بر (9)2 را پیدا کنیم» به شرطی 
که 
)۱ ول ۳ )(۱ ۳1 ) تن 012 


۱ به‌ازای جه مقدارهایی از ۰0 ریشه‌های مثبت معادله 
» > (910)7۲2 (۱۷ + ۵2 + ۲ ) 


تشکیل یک تصاعد حسابی می‌دهند ؟ 
۳ 
۶ می‌دانیم سس وج < (2)/( ع 7). این مجموع را محاسبه 
تن 


۱۳۷۵۱ ۱۳۷۴ 
خی ربج ) + + )۶ +(چچ) ۸-۶ 


۳۳۹ . ما کمانی استبگ مفرورضص ۳ دلخواه. بدون استشاده از جدول 
(جدولی که مقدار کسینوس یک زاویه را به تقریب می‌دهد) و تنها با استفاده 
از شکل» چگونه می‌توان پاره‌خط راستی را به نسبت‌های 


۲ ۶ ۲ ۲ 
با فد صا وج اواج 


تشسیم کرد؟ 
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5 آشنایی با واژه‌های آمار و آمار ریاضی 

آمار درست به همان معنایی است که در گفت‌وشنودهای روزانه خود به‌کار 
می‌بر ید : آمار دانش‌آموزان کلاس شما (یعنی تعداد دانش‌آموزانی که در کلاس 
شما درس می‌خوانند) ؛ آمار بی‌سوادان در فلان محلة شهر تهران معین شد 
(یعنی معلوم شد» در این محله جند نفر بی‌سوادند)؛ ادارهُ راهنمایی و 
۱ رانندگی؛ آمار تصادف‌های منجر به فوت در سه ماه اول سال را؛ منتشر کرد؛ 
شهرداری آمار خانه‌های کلنگی و نیمه ویران را در اختیار دارد؛ وزارت صنایع 
آمار خودروهای سواری را که در سال گذشته در ایران ساخته شده‌اند» جالب 
و امدوار کننده دانست؛ آمار مرگ و میر کودکان بایین دو سال رو به کاهش 
است؛ آمار کتاب‌هایی که در شش ماه اول سال منتشر شده است» نسبت به 
۱ زمان مشابه خود در سال گذشته» رشد قابل توجهی نشان می‌دهد و غیره. 

۱ ولی استفاد؛ از واژة «آماره» به این صورت کلی و عام؛ آگاهی جالبی در 
اختیار ما نمی‌گذارد که به یاری آن؛ بتوان نتیجه‌هایی برای رفع دشواری‌های 
اجتماعی يا اقتصادی به‌دست آورد. موضوع را با نمونه‌های مشخص‌تری روشن 
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اگر آگاه شوید که ۵۰ نفر از ساکنان یک روستا بی‌سوادند جه نتیجه‌ای 
به دست می‌آورید؟ اگر این روستا؛ منطقه‌ای آباد و نعال و دارای جمعیتی بالغ 
بر »۱۳۰۰ نفر باشدء می‌توانید به تقریب بگویید: بی‌سوادی در این روستا 
ریشه‌کن شده است» زیرا ۵۰ نفر پی‌سواد در بین جمعیتی بیش از ۱۳۰۰۰ 
نفر» رقم ناچیزی است (از هر ۲۴۰ نفر» یک نفر بی‌سواد است)؛ ولی اگر 
با روستایی نیمه ویران و متروک سروکار داشته باشید که بیش از ۵۵ نفر در آن 
زندگی نمی‌کنند باید نتیجه بگیرید: با روستایی روبه‌رو هستید که ساکنان آن 
بی‌سوادند» زیرا از هر ۱۱ نفر ساکن این روستا» ۱۰ نفر بی‌سوادند. مطلب 
به همین‌جا تمام نمی‌شود. وقتی از فرد باسواد صحبت می‌کنید» چه تعریفی 
برای آن دارید؟ تنها خواندن و نوشتن را در مرز مقدماتی آن پاد گرفته است 
و » به اصطلاح ؛ کوره سرادی دارد؛ پا می‌تواند کتاب بخواند؟ آیا در روستا 
کتاب‌خانهٌ عمومی وجود دارد و چه کتاب‌هایی در آن است؟ آمار استفاده 
کنندگان از کتاب چه وضعی دارد؟ آیا کتاب‌ها و نشریه‌هایی که در مرکز چاب 
و منتشر می‌شوند» به سرعت و منظم در اختیار باسوادان قرار می‌گیرد؟ وضع 
برق» تلفن و سایر رسانه‌ها چگونه است؟ ... و ده‌ها پرسش دیگر. تنها 
براساس پاسخی که به این پرسش‌ها داده می‌شود. می‌توان وضع روستا را از 
نظر باسوادی و بی‌سوادی روشن کرد و طرحی و برنامه‌ای برای رفع کمبودهای 
آن انديشید. باید آمارهای گوناگون مربوط به یک روستا با هم و با آمارهای 
مشابه در نقطه‌های دیگر مقایسه شوند تا میزان عشب‌ماندگی یا پیش‌افتادگی 
مردم ساکن در آن؛ به درستی و روشنی مشخص شود. جمع‌آوری این آمارها؛ 
پیدا کردن راه و روش تجزیه و تحلیل آن‌ها و مقايسة نتیجه‌های حاصل با 
نتیجه‌های مشابه جاهای دیگر» چیزی است که به آن دانش آمار یا آمارشناسی 
و یا دقیق‌تر امار ریاضی گویند. 

آمار ریاضی» مثل هر دانش دیگری (ر همچون همه شاخه‌های دیگر 
ریاضیات) به قراردادها» نام‌گذاری‌ها» تعریف‌ها و قضیه‌ها نیاز دارد تا» به 
یاری آن‌ها؛ بتوان قانون‌های حاکم بر طبیعت و جامعه را؛ براساس داده‌های 
آماری کشف و از آن‌ها استفاده کرد. 
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آمار به معنای عام خود» هميشه به‌نحوی با انسان همراه بوده است. در 
لوح‌های فراوان گلی که از تخت‌جمشید به‌دست آمده (و با کمال تاسف 
همه آن‌ها از ایران خارج و به‌ویژه به امریکا برده شده‌اند) روشن می‌شود که 
در زمان حکومت هخامنشیان» سازمان اداری گسترده و منظمی وجود داشته 
است که به همه زمینه‌های اقتصادی و اجتماعی کشور رسیدگی می‌کرده است. 
صورت کارگاه‌های خیاطی و فرش‌بافی و مبل‌سازی و میزان محصول کشتزارها 
و دام‌داری‌ها و سهم ماهانه هریک از کسانی که به کار مشغول بوده‌اند و 
ده‌ها «حساب» دیگر در مرکز استان‌ها نگه‌داری می‌شده است و این‌ها؛ چیزی 
جز همان آمار خام نیست. به‌جز اين؛ برای لشکرکشی‌ها و آرایش نظام‌های 
دفاعی و جنگی» که همه ملت‌های باستانی دچار آن بوده‌اند» براي تهیة غذاء 
لباس و ابزار نظامی سربازان» محاسبه‌هایی کم و بیش پیچیده لازم بود که 
تنها بر اساس داده‌های آماری (تعداد سربازان» در ازای مسیر حرکت و غیره) 
ممکن می‌شد. ساختن قصرهاء برج‌ها و پرستش‌گاه‌ها؛ تقسیم زمین و آب 
برای کشت» جابه‌جا کردن کالاهای مورد نیاز مردم و یا مصالح ساختمانی 
بازرگانی با قوم‌ها و ملت‌های دور و نزدیک» همه نیازمند محاسبه برمبنای 
داده‌های آماری بود. 

ولی با آن‌که سندهایی درباره استفادهً قوم‌ها و ملت‌های مختلف از پنج‌هزار 
سال بیش تاکنون» در دست است. باید گفت؛ دانش آمار و آمار ریاضی 
دانشی جوان است و بیش از ۱۵۰ سال از عمر آن نمی‌گذرد. در ایران» تنها 
در سال ۱۳۰۴ خورشیدی (طبق قانونی که در خرداد ۱۳۰۴ در دورة پنجم 
مجلس شورای ملی تصویب شد) اداره‌ای به نام «ثبت احوال» به‌وجود آمد 
که کارش ثبت نوزادان و صدور شناسنامه (که در آن زمان «سجل) می‌گفتند) 
و ثبت مرگ و میرها بود (برای مقایسه؛ در انگلستان» ثبت مرگ و میرها. از 
نیمة دوم سده شانزدهم میلادی» یعنی بیش از ۴۵۰ سال پیش معمول شد). 

با وجود این ؛ آن‌چه ره آن دانش آمار و آمار ریاضی می‌گویيم » محصولی 
از تلاش ریاضی‌دانان از آغاز سد؛ نوزدهم میلادی است و به‌تدریج چنان 
رشد کرد و پیش رفت که به سختی می‌توان زندگی اجتماعی و اقتصادی امروز 
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را»؛ بدون وجود دانش آمار تصور کرد. به‌جز زمینه‌هایی از زندگی افتصادی 
مثل بیمه» مالیات؛ تولید» بازرگانی و غیر آن به تقریب هم دانش‌های 
طبیعی مثل اخترشناسی» زمین‌شناسی» فیزیک هواشناسی؛ زیست‌شناسی» 
روان‌شناسی» پزشکی. علوم انسانی و غیر آن نیازمند به آمار ریاضی هستند. 


# ۲ . آشنایی با و۵1 احتمال 

آندره نیکلایه‌ویج کولموگوروف (۱۹۸۷-۱۹۰۳ میلادی) ریاضی‌دان بزرگ 
سده بیستم که خود در کشف قانون‌های نظریة احتمال نقشی بزرگ داشته 
است؛ می گر ید : 

۰ پیشرفت درک و معرفت آدمی؛ تنها در این 
نیست که بستگی‌های واقعی موجود در بین پدیده‌ها را 
پیدا کند؛ در این هم هست که بتواند بستگی غیر واقعی 
و خیالی را رد کند» یعنی بتواند استقلال دو گروه بدیده 
را در فضیه‌هایی که مطرح است؛ ثابت کند. فاش کردن 
تلاش‌های بی‌معنی فال‌بین‌ها و هواداران اخترشماری 
[کسانی که گمان می‌کنند به کمک حرکت ستارگان 
می‌توانند آینده را پیش‌گویی کنند]؛ که می‌خواهند بین 
دو گروه پدیده‌ای که هیچ رابطه‌ای با هم ندارند 
رابطه‌ای برقرار کنند» یکی از این نمونه‌ها است. ولی 
اين» هرگز به معنای آن نیست که همه‌جا می‌توانیم؛ 
بدون بحث انتقادی» استقلال و عدم وابستگی پدیده‌ها 
را بپذیریم. برعکس این موضوع ما را وامی‌دارد که؛ 
در درجه نخست و با دقت کامل؛ محک و معیاری 
برای پژوهش در فرضيه عدم وابستگی‌ها پ‌دست آوریم 
و سپس باز هم با دفت کامل حالت‌های مرزی را 
پیدا کنیم حالت‌هایی که در آن‌ها؛ لازم استقهیستگی 
بین عامل‌ها را به حساب آوریم ... 
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ارسطو » بحث مربوط به «شانس» را» بیرون از مرزهای دانش می‌دانست 
جراکه به نظر او» شانس مجموعة پیش‌آمدهایی است که درک آن؛ از توان 
عقل انسانی بیرون است. 

(اسیینورا» با مساله «شانس»؛ علمی‌تر برخورد می‌کند و آن را به معنای 
ناآگاهی ما از علت‌ها و وافعیت‌ها می‌داند. 

برای نخستین بار» کاردان ریاضی‌دان ایتالیایی (۱۵۷۶-۱۵۰۶) و گالیله 
اخترشناس و فیزیک‌دان ایتالیایی (۱۶۴۲-۱۵۶۴ میلادی) تلاش کردند تا 
ضمن طرح بازی با تاس (مکعب کوچکی که روی وجه‌های آن» عددهای از ۱ 
تا ۶ وشته شده است) مسالة «شانس» و «احتمال» را؛ با دیدی علمی؛ بررسی 
کنند. با این همه باید آغاز بحث دقیق ریاضی درباره «احتمال» و «شانس) 
را» در کارهای یاسکال (۱۶۶۲۱۶۲۳) و فرما (۱۶۶۵-۱۶۰۱ میلادی) 
ریاضی‌دانان فرانسوی و کریستیان هوی گنس (۱۶۹۵-۱۶۲۹) ریاضیدان و 
فیزیک‌دان هلندی دانست. 

وقتی دو شطرنج‌باز می‌خواهند بازی خود را آغاز کنند؛ با فرعه‌کشی» مثلا 
با پرتاب سکه» معلوم می‌کنند. چه کسی باید بازی را آغاز کند. این شاید 
چندان مهم نباشد. ولی آیا وقتی عضوهای هیات منصفٌ دادگاه را؛ با قرعه 
انتخاب کنند؛ می‌توانیم اطمینان کنیم که در سرنوشت متهم تاثیری ندارد؟ 

در زندگی روزانه. اغلب با جمله‌هایی از این‌گونه برخورد می‌کنیم که: 
«به احتمال زیاد فردا برف خواهد آمد»» «بعید است تیم فوتبال ۸ از تیم ۶ 
ببرد؛» «به احتمال زیاد؛ این دانش‌آموز آینده درخشانی دارد) «گمان نمی‌کنم ) 
این موقع شب کسی پیش من بیاید» و ... 

همه این داوری‌ها را؛ می‌توان نوعی ارزیابی دانست: ارزیابی امکان 
رویداد یک پیش‌آمد. که اغلب براساس تجزیه و تحلیل آگاهی‌های موجود 
انجام می‌گیرد و» به همین دلیل» می‌توان آن‌ها را نوعی ارزیابی عینی به حساب 
آورد. ولی اگر دربارهٌ کسی که ندیده‌اید و نمی‌شناسید داوری کنید که: «به 
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نظرم می‌آید» آدم خوبی نیست»» آن وقت ارزیابی شما یک ارزیابی ذهنی است 
و با وائعیت ارتباطی ندارد. 

احتمال ریاضی هم. یک ارزیابی عینی از رویدادی است که ممکن است 
پیش آید و با تجزیه و تحلیل شرطها و آگاهی‌های موجود. به‌صورت یک 
عدد بیان می‌شود. به زبان دیگر؛ احتمال ریاضی. یک ویزگی عددی است 
که امکان رویداد پیش‌آمدی را ارزیابی می‌کند. احتمال ریاضی» بخشی از 
شناخت علمی است که نوع خاصی از بستگی بین پدیده‌ها را بررسی می‌کند. 
احتمال» براساس قانون‌هایی؛ که قانون‌های احتمالی و اماری نام دارند بنیان 
گرفته است. 

برخورد جزمی با دانش‌های طبیعی و قبول بی چون و چرای قانون‌های 
حاکم بر آن‌ها (که تا پیش از سد؛ُ نوزدهم میلادی برای همه پذیرفتنی بود)؛ 
از آغاز سده نوزدهم و به‌تدریج» یرو و توان خود را از دست داد. 

همراه با بدیدار شدن نظریه‌های تازهٌ فیزیکی ابزار ریاضی مورد نیاز 
آن‌ها. یعنی نظریةٌ احتمال و آمار ریاضی گسترش و نفوذ خود را آغاز کرد. 
قانون‌های عادی فیزیک (قانون‌های گی‌لوساک: بویل - ماریویت» آووگادرو 
و غیره) تفسیرهای تازه‌ای پیدا کردند» پوشش جزمی و مطلق آن‌ها کنار رفت و 
روشن شد. وقتی با چگالی‌های پایین گاز سروکار داشته باشیم. این قانون‌ها؛ 
درستی و دقت خود را از دست می‌دهند و گاز از قانون‌مندی‌های دیگری 
پیروی می‌کند : فقانون‌مندی‌های پدیده‌های تصادفی. به تدریج» فیزیک‌دانان 
دریافتند» در طبیعت. قانون‌های مطلق و جزمی - ان‌طور که در کتاب‌های 
ذرشی و تمامی دستگاه‌های آموزشی آمده است - وجود ندارد. دانش امروز؛ 
به این اعتقاد رسیده است که» همه بدیده‌های مربوط به طبیعت» خصلتی 
آماری دارند و قانون‌های حاکم بر آن‌ها را؛ تنها با اصطلاح‌های آمار ریاضی 
و نظریهُ احتمال» می‌توان با دقت و به طور کامل تنظیم کرد. فیزیک آماری؛ 
نهتنها حقانیت وجودی خود را ثابت کرد» بلکه پایةٌ اصلی تمامی فیزیک 
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اروزی ر تشکیل داده انتت. نش فیز یک آماری؛ درواقع ؛ همراه با تکامل 
انديشه شمان اتمی و ازیر اتمی» ماده رشد کرده است: در زمان ما» 
نمی‌توان فیزیک‌دانی را بیدا کرد که دیدگاه دیگری داشته باشد. روش آماری 
در رویدادهای فیزیکی ؛ امعان می‌ذهل ۳ ویژذگی‌های این بدیده‌ها را با دفت 
و به صورتی گسترده بررسی کنیم. 

روش آماری امکان داد تا تررسی ریاضی بدیده‌های فیزیک هسته‌ای به 
سر عت شحل داده شود. ظهرر ارادیه فیزیک» ژ‌ مطالعه مساله‌های مربوط ند 
پخش علامت‌های رادیریی» نه‌تنها اهمیت درک آماری را تقویت کرد بلکه به 
تکامل این نظرية ریاضی هم یاری رسانید و موجب پیدایش نظریه‌های جدید 

درک ماهیت واکنش‌های شیمیایی » بدون داده‌های آماری ممکن یست. 
به‌وپر ۵ تمامی بخش اریاضی تِ فیزیکا و دستگاه ریاضی لازم برای بررسی 

نتبجه‌گیری‌های ناشی از مشاهده که هميشه همراه با اشتباه‌های تصادفی 
است» و اپن تصادف‌ها هم برای مشاهده کننده» در شرایط مختلف آزمایش؛ 
تغیبر می‌کند» حتا در سدهٌ نوزدهم میلادی منجر به بررسی‌هایی در زمنية 

اخترزشناسی هم به میزان گسترده‌ای ؛ از آمار ژِ نظریه احتمال استفاده 
می‌کنك. برای بررسی براکندگون ماده دار فضاه بررسی سیلاب‌های دره‌های 
کیهانی و بسیاری از پدیده‌های دیگر؛ باید به طور منظم) از آمار ریاضی و 
نظریه احتمال استفاده کرد 

روش‌های محاسبه‌ای ؛ 1 در مان ما با تفت بی‌اندازه رایانه‌ها ؛ بسبار 
به اشتباه‌های ناشی از محاسبه‌های سنگین و گرد کردن آن‌ها مربوط است: 
بلکه در حود محاسبه هم ره سدات احساس می‌شود. امروز روشن شده است 


۳۸ 


که پیشرفت دستگاه‌های محاسبه‌ای؛ بدون تکیه بر روش‌های آماری ممکن 
نیست. با این روش است که می‌توان؛ کار ماشین دستگاه محاسبه را؛ با عمل 
هایی که انجام می‌دهد؛ هم‌آهنگ کرد. 

درک آماری؛ تنها یک سلیقه یا یک روش اضافی و زودگذر نیست. این 
روش به‌طور ریشه‌ای با مساله‌های دانش امروزء درآمیخته است» چراکه امکان 
می‌دهد به صورتی عمیقتر» در این مساله‌ها نفوذ کنیم و شناختی گسترده‌تر و 
نزدیک‌تر به حقیقت؛ به‌دست آوریم. 

علوم انسانی» حوزه گسترده‌ای از دانش‌ها را» از زبان‌شناسی و ادییات 
تا روان‌شناسی و اقتصاد دربر می‌گیرد. پی‌شک آموزش را هم باید جزو علوم 
انسانی به شنتان آمروخ زیرا کار آن تقویت نیروی دهنی و حسمی انسان است. 
خیلی کوتاه در این‌باره صحبت می‌کنيم که چگونه؛ درک آماری؛ در روش‌های 
درسی و پیشرفت علوم انسانی نفوذ کرده است. 

روش‌های آماری در دهه‌های اخیر به صورت گسترده‌ای در بررسی‌های 
تاریخی و به‌ویژه در تشخیص زمان‌های تاریخی وارد شده است: روشن کردن 
زمان خحاک‌سپاری و تعلق ملی این خاک‌سپاری‌ها؛ با روش اماری صورت 
مگیوگ. 

مدت‌ها است که از روش‌های اماری» برای کشف رمز از نوشته‌هایی که 
متعلق به زبان‌های مرده است؛ استفاده می‌کنند. اندیشه‌هایی که «شامیولیون) 
را به کشف رمز خط هیروگلیف هدایت کرد؛ بروش‌های آماری تکیه داشت. 
همین روش‌ها کمک کرد تا خط قوم «مایا»ه (شاحه‌ای از پومیان سرخ‌پوست 
امریکا که به دست مهاجمان ارویایی نابرد شدند) و دیگر نوشته‌های خوانده 
نشده» کشف رمز شود. قانون تکرار واژه‌ها و حرف‌ها. و تکیه‌هایی که روی 
واژه‌ها می‌شود. در زبان‌های مختلف مورد بررسی قرار می‌گیرد؛ محاسبه را از 
روی آگاهی‌هایی که از نوشتة نویسندگان و شاعرانٍ مشخص به‌دست می‌آید» 
انجام می‌دهند. محاسبه بسامد صداها در صحبت‌های شفاهی و در نوشته‌ها 


۳۹ 


مسباله مربوط به بهترین کدگذاری را پرای حرف‌های یک زبان» حل می‌کند. 

روش‌های آماری در بررسی‌های آموزشی بی‌انداژه اهمیت دارد که تاکنون 
خیلی کم به آن توجه شده است. آموزش و بررسی‌های آموزشی باید دربار؛ 
گروه عظیمی انجام شود که افراد آن از نظر یادگیری» میزان درک و استعداد؛ 
با هم فرق دارند. حتا دربار؟ یک فرد هم رفتار او نه‌تنها در طول تحصیل 
متفیر است و در درس‌های مختلف فرق می‌کند؛ که دربارٌ یک درس هم 
دچار تغییر می‌شود. تاثیرهایی که از بیرون و درون بر فرد وارد می‌شود. آن‌قدر 
زیاد است که دربار؛ آن باید کار بسیاری انجام داد. به همین مناسبت به نظر 
می‌رسد که انظريةٌ ارتباط» می‌تواند نقشی جدی در حل مساله‌های آموزشی 
به عهده بگیرد. ولی این نظریه» به طور کامل» بر روش‌های آماری و نظرية 
احتمال تکبه دارد. 

روان‌شناسی؛ در زمان ما اهمیت جدی بیدا کرده است و؛ درضمن 
تنها به رفتارهای فردی مربوط نمی‌شود. انسان» هر روز و هر ساعت. با 
مساله‌هایی مواجه می‌شود که ناچار است راه‌حل‌هایی برای آن‌ها بیدا کند. و 
در روان‌شناسی امروز» هیچ مساله‌ای را بدون آمار ریاضی و نظريةٌ احتمال؛ 
نمی‌توان حل کرد. 

انسان نمی‌تواند به مساله‌های اقتصادی بی‌توجه باشد» زیرا پیشرفت آیند؛ 
و همین عوضوم عربوط می‌شود. و مگر می‌شود مسالسهای دطرم بر دام 
اقتصاد را» از روش‌های آماری دور نگه داشت؟ حتا یک بررسی مقدماتی ؛ 
ناممکن بودن اين امر را نشان می‌دهد. در وافع » در هرگونه برنامه‌ریزی 
اقتصادی» بایذ انواع پیش‌آمدهای تصادفی را به حساب آورد و برای این 
منظورء براساس تجربهٌ گذشته درباره آینده داوری کرد. حتا برای باز کردن 
فروشگاه‌های تازه» باید از نیازهای مردم اطلاع داشت. بدون روش‌های آماری 
نمی‌توان تغییر جمعیت» نیازهای آن‌ها و نحوه پراکندگی آن‌ها را پیش‌بینی کرد 
و» بدون این بیش‌بینی‌ها» نمی‌توان دانست به چه سازمان‌هایی از قبیل مدرسه 


و ۵ 


بیمارستان» فروشگاه کارخانه» خیابان» مترو و غیر آن نیاز داریم. 

نش آمار ریاضی ۴ نظر یه احتمال در کارهای مهندسی + مدیریت تولید » 
اقتصاد کشاورزی» حمل ۴ نقل ۴ ارتساطات جنال روشن است که نبازی له 
بحث تفصیلی دربارهُ آن‌ها نیست. حل مساله‌هایی مثل کنترل ترافیک هوایی؛ 
اجازه فرود و زمان توقف آن‌ها در فرودگاه» یا رفت و آمد کشتی‌ها. فطارها و 
ترافیک شهری و یا تلفن و شبکه‌های برق» بدون یاری آمار ریاضی و نظرية 
احتمال ممکن نیست. تنها یک نمونه می‌آوریم. 

در ده دققه آینده؛ چند نفر تصمیم می‌گیرند با تلفن خود صحبت کنند؟ 
به این پرسش؛ نمی‌توان پاسخی مشخص و قطعی داد. تمی‌دانيم و نمی‌توانیم 
بدانیم از صاحبان تلفن» چند نفر تصمیم می‌گیرند» در این فاصلهٌ زمانی. 
تلفن کنند. دروافع ؛ قز افرگز کنم ل تلفن روسن می‌شود » در فاصله‌های 
زمانی برابر » تعداد تلفن‌های مشغول» نوسان‌های بی‌اندازه زیادی دارد. ولی 
بدون آگاهی از قانونی که» طبق آن؛ بتوان تعداد تلفن‌های اشغال شده را 
پیش‌بینی کرد؛ نمی‌توان به برنامه‌ریزی دست زد. نظم کار تلفن‌ها هم نگ 
به این برنامه‌رزیزی دارد. دوباره به بررسی فرآیندهای تصادفی نیاز پیدا می‌کنیم؛ 
تنها این‌بار» برای برنامه‌ریزی ارتباط‌های تلفتی. تصورهای کلاسیک درباره 
حاکمیت قانون‌های قطعی دفیق و ابت بر طبیعت راء تنها می‌توان نخستین 
گام به‌سوی حقیقت دانست. حقیقت جریان‌ها» خیلی بیچیده‌تر از اوه تفنن 
که بتوان آن‌ها را) با سان حنلد قانون بی‌تعیر و جاودانی توضیح داد. گام 
دوم را» برای نزدیک‌تر شدن به حقیقت. تنها با تکیه بر آمار ریاضی و نظرية 
را درک کنیم : هیچ چیز جزمی و ابت وجود ندارد و هیچ فانونی را نمی‌توان 
ابدی دانست. ما می‌توانيم با روش‌های علمی» و امروز با روش‌های آمار 
ریاضی و نظریه احتمال. گام به گام به حقیقت نزدیک‌تر شویم» ولی هرگز به 


ال نمی‌رسیم. 


۵ ۱ 


نظريٌ اطمینان بخشی! 
سدة پیستم» این قانون‌مندی را تایید کرد که : ریاضیات با بیدا کردن کاربردهای 
خود در اقتصاد و صنعت و در پدیده‌هایی از طبیعت» که پیش از آن در جریان 
بررسی عددی و کمیتی فرار نگرفته بودند» انگیزه‌هایی برای تکامل بعدی خود 
به دست آورد. درنتیجه» این امکان پیدا شد که جهان دور و بر ما» ژرف‌تر» 
کامل‌تر و دقیق‌تر بررسی شود؛ درعین حال؛ خود ریاضیات توانست دنیای 
بی‌کرانی از مساله‌های تازه را» در عمل بیدا کند. «شناخت» مرزی و بایانی 
ندارد؛؟ با گذشت زمان همواره مساله‌های تازه‌ای در برایر ریاضیات مطرح 
می‌شود و؛ ریاضیات: ابزار لازم را برای حل این مساله‌ها فراهم می‌کند. 

جهت‌های تازه بررسی‌های کاربردی را با عنوان «نظریة اطمینان بخشی» 
می‌شناسند. این نظریه» به‌دلیل رشد بی‌سابقهُ نفش صنعت و دستگاه‌های فنی 
در همه جنبه‌های فعالیت جامعه به وجود آمده است. سلامتی و حثا امکان 
۳۳ تودهٌ عظیمی از مردم به طور مستفیم» با دستگاه‌های صنعتی بستگی 
دارد. به عنوان نموئه: هواییمای مسافری زمان ما که قادر است صدها مسافر 
را جابه‌جا کند» پاسخ‌گوی زندگی امروزی است. با کمال تاسف» پیش می‌آید 
که مچموعه‌ای از علت‌هاء منجر به اختلال‌هایی در کار هواپیما می‌شود و 
حادثه‌ای اندوهبار می‌آفریند. بسیاری از تولیدهای شیمیایی و نیروگاه‌ها (اتمی 
حرارتن یا هییروالکتریکی)؛ اطمینابخشی مطلق ندارند و می‌تواند از کنترل 
خارج شوند و بنابراین» در طول زمان می‌توانند موجبی برای سانحه‌ها و 
پیش‌آمدهای ناگوار باشند. 

طبیعی است از خودمان پبرسیم : آیا می‌توان چنین فاجعه‌هایی را بیش‌بینی 
کرد و ایا نمی‌توان؛ دست‌کم احتمال وقوع آن‌ها را پایین آورد و اثر فاجعه‌آمیز 


۱- بخش بسیار کوتاهی از مقالهة بلندبوریس گنه‌دنکو (متولد )۱٩۱۲‏ به نام «ریاضیات 


رل 


آن را کم کرد؟ این همان پرسش اساسی است که در برابر نظريةٌ اطمینان‌بخشی 
و عمل آن قرار دارد. و باید پاسخ مثبت به آن داد: این فاجعه‌ها را می‌توان 
بیش‌بینی کرد و زیان‌های ناشی از آن‌ها را کاهش داد. البته در این زمینه» نباید 
بی‌مستولیتی» بی‌صلاحیتی و بی‌تفاوتی افراد مسثول را نادیده گرفت و به آن 
بها نداد. 

در یک مسالٌ ریاضی» روش کار و شیوهٌ برخورد ما برای حل آن؛ بیشتر 
از محاسبه‌های عادی اهمیت دارد. در زندگی؛ هم با پدیده‌های قطعی سروکار 
داریم و هم با پدید»‌های تصادفی. اگر یک فراورد صنعتی مثل تلویزیون» 
خودرو سواری» زیپ پیراهن» خودکار و غیره» به تعداد زیادی تهیه شود 
آیا می‌توان دربارهٌ زمان کار آن‌ها؛ به‌طور دقیق و قطعی صحبت کرد! تجربهة 
طولانی انسان» نشان داده است که به این پرسش. نمی‌توان پاستخ عثبت داد : 
فراورده‌هایی که به‌ظاهر در شرایط یکسان تهیه می‌شوند» طول عمرهای متفاونی 
دارند. برای همگان روشن است. اگر تلویزیونی خریداری کنید» هیچ کس 
نمی‌تواند دربار؛ٌ کار طولائی و مطمئن آن؛ به شما تضمین بدهد. پیش می‌آید 
(و نه‌چندان نادر) که ناچار می‌شوید. بلافاصله بعد از خرید؛ به مرجعی که 
کار آن را ضمانت کرده است مراجعه کنید و از او بخواهید» تلویزیون شما 
را به صورتی مطلوب به‌کار بیندازد. در عين حال؛ پیش می‌آید که تلویزیون 
شماء بعد از خرید» سال‌ها کار کند» بدون این‌که نیازی به تعمیر داشته باشد. 

اين پراکندگی تصادفی در میزان کار مفید» به‌ناچار نظریة احتمال و 
آمار ریاضی راء به عنوان ابزاری برای حل مساله‌های مربوط به نظريةٌ اطمینان 
بخشی مطرح می‌کند. بنابراین» ضمن حل مساله‌های مربوط به کار بی‌وففه و 
طولانی یک محصول. به‌جای یک عدد مشخص. به یک پراکندگی احتمالی به 
عنوان جواب می‌رسیم ؛ یعنی به مقدارهای ممکن و احتمالی هریک از آن‌ها. 
با وجود اين» می‌توان به یاری معیارهایی که وجود دارد» احتمال مواجه شدن با 


خرابی دستگاه را تا حد دلخواه؛ کم کرد و پراکندگی (و یا دقیق‌تر: احتمال 


۵۳ 


وفوع کمیت‌های تصادفی) مربوط به کار دستگاه را پایین آورد. دراین‌باره؛ 
امکان‌های نظریةٌ اطمینان‌بخشی عظیم است ... 

به‌پازی مشاهده‌های آماری نتیجه‌های جدی دیگری هم به‌دست می‌آید. 
در کارهای مهندسی و افتصادی. اغلب می‌توان به نیاز اطمینان مطلق 
برای یک فراورده برخورد کرد. چنین درخواستی را؛ مثلاً می‌توان از جانب 
سفارش‌دهندگان صنعت هواییماسازی شنید. تولیدکنندگان کالا» شرط اطمینان 
مطلق و ایمی کامل را می‌پذیرند» ولی آن را اجرا نمی‌کنند و نمی‌توانند اجرا 
کنند. در واقع؛ این درخواست با طبیعث ماده در تضاد است. ساختمان 
مولکولی ماده و اختلاف‌های موضعی در استقرار اتم‌ها و همچنین» تغییرهای 
اندکی که» ضمن آماده کردن کالا» در اثر نظام حرارتی و تاثیرهای مکانیکی؛ 
در آن پیش می‌آید» منجر به ویژگی‌های مختلف و پراکنده در محصول می‌شود 


به این ترتیب» آرزوی بسیاری از مهندسان و افتصاددانان برای ساختن 
دستگاه‌های مکانیکی؛ که استحکام و طرحی یکسان داشته باشند» عملی 
نیست. آرژوی اینان این است که در یک دستگاه مکانیکی؛ همه قطعه‌ها و 
همه نقطه‌های اتصال دوامی یکسان داشته باشند و بعد از زمان مقرر کار؛ 
یکباره و با هم خراب شوند و از کار بیفتند. برای چنین دستگاهی؛ وجود 
سازمانی برای تعمیر ضرورت ندارد: تمامی قطعه‌ها و اتصال‌های دستگاه با 
طول عمری برابز کار می‌کنند و» بعد» وقتی عمر همه آن‌ها با هم به پایان 
رسید؛ دستگاه از کار باز می‌ماند و آن‌وقت. باید دستگاه تازه‌ای به‌جای آن 
آغاز به کار کند. ولی در واقع با طول عمرهای متفاوت و تصادفی برای 
قطعه‌ها و اتصال‌ها سروکار داریم؛ از این گذشته» در شرایط بهره‌برداری هم 
پراکندگی وجود دارد و» در نتیجه این آرزو و انديشهة دل‌فریپ بر باد می‌رود. 

از اين‌جا؛ نتیجهُ اساسی دیگری هم به‌دست می‌آید: ابزار اصلی ریاضی 
که می‌تواند در نظریٌ اطمینان بخشی به پاری گرفته شود نظریة احتمال و 


و 


آمار ریاضی است و این چهرءٌ اصلی ریاضیات پایان سدهٌ بیستم را به ما 
می‌شناساند ... زندگی و عمل که در گذشته» مساله‌های تاریخی مهم و 
تازه‌ای را در برابر ریاضیات گذاشته است؛ در زمان ما هم همین نقش را به 
عهده دارد و در آینده هم برعهده خواهد داشت. بررسی‌های نظری» درضمن» 
راه آزمایش گران را روشن می‌کند و به آن‌ها امکان می‌دهد تا پژوهش‌های 
تجربی خود را در مسیری انجام دهند که دورنما و هدف آن ۳ می‌شناسنك. 

نظریهٌ اطمینان بخشی بر تکامل ریاضیات هم اثر گذاشته و شاخه‌های 
تازه‌ای را برای پژوهش مطرح کرده است: تکامل نظريه جمع‌بندی تعدادی 
تصادفی از کمیت‌های تصادفی؛ پیشرفت و تکامل آمار ریاضی در رابطه 
با کاربرد آن در نظرية اطمینان بخشی» دید آمدن مسلله‌های تازه‌ای در 
بهینه‌سازی» ضرورت بررسی شکل‌های تازة روندهای تصادفی و غیره . 

ریاضیات دانشی پویا است؛ هرگز در جای خود نمی‌ایسند و در بستگی 
تنگاتنگ با سایر دانش‌ها» رو به جلو دارد و تکامل می‌یابد. پیشرفت ریاضیات 
به این جهت نمی‌تواند متوقف شود که زندگی اجتماعی» به طور دایم در 
تغییر است و در تمامی جنبه‌های خود - صنعت؛ اقتصاد افتصاد کشاورزی 
- نمی‌تواند در چارچوب معینی» زندانی بماند. صنعت‌های تازه و شیوه‌های 
صنعتی تازه پدید می‌آید و فراورده‌هایی تولید می‌شود که» پیش از آن» برای ما 
ناشناخته بود و برای کار با آن‌ها و بهتر کردن و ساده‌تر کردن روند تولید آن‌ها؛ 
باید ویثگی‌های آن‌ها را شناخت و طبیعی است که. برای این منظور؛ باید 
روش‌های تازه‌ای بیدا کرد تا بتوان مساله‌های تازه را حل کرد ... پیشرفت؛ یعنی 
توانایی در برخورد با مساله‌ها و موضوع‌های تازه و توانایی در جست‌وجوی 
روش‌های علمی تازه برای حل دشواری‌های آن‌ها ... ریاضیات در زمان ما 
نقشی جدی و اساسی دارد و بنابراین دانش‌آموزان باید» در کنار آموزش 
روش‌های کهنه. یاد بگیرند که با مطالعةٌ علمی جهان دور و بر خود» روش‌های 
تازه‌ای برای حل مساله‌های موجود پیدا کنند. 


۵ ۵ 


5 قراردادها و تعریف‌های نخستین در آمار 

۱ نمادی برای مجموع و حاصل‌ضرب. در ریاضیات. برای نشان دادن 
مجموع؛ بیشتر از حرف لاتینی 5 و حرف یونانی ر2 استفاده می‌کنند» ولی 
هرکدام از این دو حرف کاربرد جداگانه‌ای دارند. فرض کنید بخواهیم مجموع 
توان‌های له عدد طبیعی از ۱ تا « را نشان دهیم. این مجموع را می‌توان 
۵ معرفی کرد : 
)۱( ...+ ۳+ ۳۴+ ۱۳ - پگ 


با این فرارداد » اگر جایی : با 5۱ پا 5 ۴ غیره رو بهرر شویم» معنای آن ر 
می‌فهمیم : 
٩ ۲۲ ۳‏ ۱۳ ور ۲4۳ ۱4 ,5 


ولی پرابری (۱) را هم می‌توان به صورتی کوتاه‌تر نوشت: 


(۳۷ ع «) سر - 


۲ و یعنی مجموع همه جمله‌های به‌صورت *7؛. عددهایی که در زیر 
و بالای نماد _ر آمده اسشت؛ نشان می‌دهد که این جمله‌ها را از کجا آغاز 
1 


کنیم و در کجا بایان دهیم. به این ترئیبا) مثلا : به معنای رن اک 
۱ 


جمله‌های 41 ۲ ۳ ...۰ بت است : 


3 
موه 2٩...‏ بت + رت ع< رت زا 
۱ 
به همین ترتیب؛ برای نشان دادن حاصل‌ضرب. از نمادهای ۶ و 11 استفاده 
می‌کنند : 


1 
جن ع< 24 17 


<< 


۵۶ 


روشن است که از نمادهای رز و ۰1 وقتی می‌توان به این صورت استفاده 
کرد که توان یا اندیس جمله‌ها؛ عددی طیعی باشد. 

یادداشت. توجه کنید: در ریاضیات يا فیزیک؛ از نمادهای د و ۰3 به 
منظورهای دیگری هم استفاده می‌کنند مثلاً 5 را برای نشان دادن مساحت 
یک شکل و 7 را برای نشان دادن پیرامون یک شکل واقع بر صفحه هم به 
کار می‌برند. جایی که نماد به کار رفته است: به خودی خود معنا و مشهوم 
آن را روشن می‌کند. 

مخای ۱. معادلهٌ درچه سوم ۶ << :۱۱۵ د ۶۲ - 2 سه ريشهة خقیقی 
دارد (خودتان معادله را حل کنید و سه ريشه آنْ را بیدا کنید). می‌خواهيم 
مجموع حاصل‌ضرب‌های دوبه‌دوی ریشه‌ها را با نماد ره و حاصل‌ضرب سه 
ريشه را با نماد آ] نشان دهیم. 

حل. مجموع حاصل‌ضرب‌های دو په دوی ریشه‌ها را می‌توان این‌طور 
نشال داد : 

۳ 
( ریز ) رثر موب سا موز و اد 2۳۱ 
( ات زرم 
آز > ۲ 

24 يا و27» معرف یکی از ریشه‌ها و :27 معرف حاصل‌ضرب دو ريشه است. 
چون فقط ۳ ريشه داربم. ۶ و ژ می‌توانند عددهای از ۱ تا ۳ را بپذیرند. 
درضمن؛ برای این‌که» این حاصل‌ضرب‌های دو به دو» هرکدام یک بار نوشته 
شوند» شرط ‏ > 8 را هم زیر نماد 27 گذاشته‌ايم (تا گمان نرود که مثلاً هر 
دو جملةٌ 272۳ و 2۳۲ وجود دارد). پرای حاصل‌ضرب سه ریشه» می‌توان 


نوشست : 


۳ 
ون ۱ ان ۳ تا له 


1-۱ 


3 میانگین‌ها. در حلد‌های پیسین اریاضیات محاسبه‌ای) ) بارها یا 


۵۷ 


میانگین‌ها سروکار داشته‌ايم. از بین گونه‌های مختلف میانگین‌ها؛ میانگین 
حساپی و میانگین هندسی را می‌شناسید: میانگین حسابی 7 عدد» برابر است 
1 مجموع آن‌ها و میانگین هندسی 7 عدد مثبت» برابر است با ريش ام 
حاصل‌ضرب آن‌ها. اگر میانگین حساپی ۰ عدد مثبت ۰۱ ۰.۰۰۰۵۲ م6 را 
با 6 و میانگین هندسی آن‌ها را با ۸ نشان دهیم. آنوقت ‏ 


۳ ۱ 
ززه رم < (مه ۵۷٩۰.‏ + )2 ع< 6 


وفتی» به طور مطلق؛ از میانگین چند عدد صحبت بشود» منظور میانگین 
حسابی آن‌ها است. گاهی هم بسته به ضرورت. از میانگین حسابی قدرمطلق 
عددها. یا از میانگین حسابی مجذورهای آن‌ها استفاده می‌شود. 

درضمن» برای میانگین حسابی و میانگین هندسی ۰ عدد مثبت هميشه 


داریم : 
و۳ ۰۰۰ ۲ ۷۲ ۳ 6۱ 


11 
نشانةٌ برابری تنها وقتی برقرار است که همه عددها با هم برابر باشند. این 
نابرابری را برای حالت‌های ۲ <- * و ۳ < « دیده‌ایم. برای اثبات آن در 
حالت کلی؛ باید اندکی صبر داشته باشیم. 

۳. چگونه بشماریم؟ قوم «مایاه» ساکنان بومی مکزیک کنونی» پیش از 
هجوم غدارانة اروپایبان به سرزمین امریکاء به مرحله کم و بیش بالایی از 
تمدن رسیده بودند و به‌جز زمینه‌های دیگر» به‌ویژه در اخترشناسی و ریاضیات 
دست‌آوردهای جالب و گاه کم‌نظیری داشته‌اند. مهاجمان» نه‌تنها مردم آرام و 
صلح‌دوست را» به صورتی گسترده» کشتند» روند زندگی اجتماعی آن‌ها را به 
هم زدند و راه یشرفت تکاملی آن‌ها را بستند» همه اثرهای هنری؛ ساختمانی و 


۵۸ 


نوشتاری آن‌ها را هم از بین بردند و امروز باتوجه به اندک سندهای باقی‌مانده 
می‌توان دربارة سطح دانش و آگاهی این قوم داوری کرد. 

عددشماری و عددنوپسی فوم مایا بر مبنای ۵ بوده است (عدد شماری 
امروز یا دهدهی» در مبنای »۱ است) و عددهای نخستین را؛ به تقریب 
این‌طور می‌نوشتند. 


۱ ۲ ۳ 1 ۴ 8 1 ِ 
۷ ۸ ٩ ۱۰ ۵ 


این شیوه وشتن» با اندک تفاوت‌هایی» بین بیشتر قوم‌ها؛ در اغاز رو 

آوردن به عددنویسی معمول بوده است. به این‌گونه نوشتن عددها «نشان» یا 

«خط و نشان» و گاهی «چوب خطه می‌گفتند. نوشتن عددها را؛ به یاری 

دخط و نشان» به این ترتیب هم می‌توان در نظر گرفت که در بین برخی قوم‌ها 
معمول بوده است. 

۱۱ 

۱! ۴ ۳ ۴ ۵ 2 ۷ 

در واقم؛ در این‌جا هم خط و نشان‌ها؛ براساس مبنای ۵ در نظر گرفته شده 

انشتت. 
ولی اگر بخواهیم دحط و نشان» را در مبنای ۱۰ در نظر بگیریم (که 
درضمن. با عددشماری امروز ما سازگار باشد)» بهتر است عددها را این‌طور 


فا ۰ 
۵ ۳ ۹ ۱ 
۳ 
۳ ۹ ‌# ۷ ۳ 

در این صورت. به عنوان نمونه عدد ۰۲۷ این‌طور نوشته می‌شود: 


۳ 


2۹ 


این شیوه نوشتن چه فایده‌ای دارد؟ فرض کنید» یک گردهم‌آیی از پنج شهرستان 
کرمان (شهرهای کرمان» سیرجان» رفسنجان» بّم و جیرفت) که ۱۲۰ دبیر 
ریاضی در آن شرکت دارند و دربار شیوهٌ آموزش ریاضی تبادل‌نظر می‌کنند 
تشکیل شده باشد. شما می‌خواهید آماری تهیه کنید که در آن؛ تعداد دبیران 
رباضی هر شهر معین باشد. به آماری که در دبيرخانة گردهم‌آیی وجود دارد؛ 
دسترسی, نداّید و ناجارید آمار خود را باتوجه به کارتی که هر شرکت‌کنندة 
ذر گردهم‌آیٌی» بر سین خود نصب کرده و نام شهر او در آن نوشته شده است؛ 
به دست آورید. چه می‌کنید؟ یک راه این است که در سالن محل گرد هم‌آیی؛ 
پنج بار از جلو شرکت‌کنندگان عبور کنید و. هر بار» دبیران یکی, از شهرها 
را بشمارید. ولی این راه» به‌جز این‌که ممکن است نظم سالن را به هم بزند 
کاری جندان ساده نیست و اگر مثلاً تعداد شهرها ۲۰ و تعداد شرکت‌کنندگان 
۰ نفر باشد. برای ۲۰ بار مراجعه به تک‌تک شرکت‌کنندگان» وقت زیادی 
از شما می‌گیرد و گاهی کار را غیر عملی می‌کند. 


در موفعیتی که دارید» بهترپن راه این است که آز پیش جدولی به این 
صورت آماده کنید : 


وقتی یکی از نشست‌های گردهم‌آیی تمام می‌شود دم در خروجی بایستید و 
با خروج هر فرد» نشان لام را جلو شهر او بگذارید. مثلاً جدول شما به این 


۶ 


اگر همین جدول را با خط و نشان‌های مربوط به مبنای ۵ تنظیم می‌کردیم 
چنین می‌شد : 


۲۱ رز از ی سر 
۱ مر سر بر 


جدول ۲ 


در ستون سمت جپ جدول: تعداد دبیران هر شهر آمده استشا گفءفر اسان 
به آن فراوانی یا بسامد گویند. 

اگر محدوده‌ای از یک جنگل انبوه را معین کنند و از شما بخواهند تعداد 
هر نوع درخت را در این محدوده معین کنید: بهترین راه (و به احتمالی تنها 
راه) این است که از چنین جدول‌هایی استفاده کنید. البته» در این‌جاء از 
قبل نمی‌دانید به چه نوع درخت‌هایی برمی‌خورید. در جدول خود؛ ستون‌های 
زیادق در نظر می‌گیرید. فرض کنید» نخستین درختی که در برابر شما اننت؛ 
بلوط باشد» در نخستین ستون حدول در ستون سمت راست. نام بلوط را 
می‌نویسید و نشان مربوط به آن را در جلو واه بلوط قرار می‌دهید. هروقت به 
درخت تازه‌ای و مثلاً چنار برخوردید؛ سطر بعدی را به آمار چنار اختصاص 


1 


می‌دهید و غیره. تا آن‌جا پیش می‌روید که همه درخت‌های این محدوده را 
آمارگیری کرده باشید. به اين ترتیب. میزان فراوانی هر نوع درخت (و درضمن 
تعداد کل درخت‌ها) در این محدوده معین می‌شود. 

در جدولی که برای تعداد دبیران ریاضی شرکت کننده در گردهم‌آیی استان 
کرمان تشکیل دادیم عددهای ۰۳۴ ۰۱۸ ۰۲۷ ۱٩‏ و ۲۲ را داده‌های اماری 
و فاصلهة بین ۸ ۱ ۲۴ را دامن داده‌ها گویند. دامنهٌ داده‌ها نشان می‌دهد که 
تعداد دبیران هر شهر عددی است که از ۱۸ کمتر و از ۳۳۴ بیشتر یست. 

۴ نمودار داده‌ها. داده‌های آماری مربوط به یک موضوع را با شیوه‌های 
مختلف؛ می‌توان به صورت هندسی يا نموداری نشان داد. 

یکی از راه‌های نمایش داده‌های آماری» نمایش دایره‌ای است. در شکل 
۱ نمایش دایره‌ای داده‌های آماری مربوط به دبیران شرکت‌کننده در گردهم‌آیی 
را می‌بینید. درضمن. در قطاع‌های اين دایره (که هرکدام نمایندهٌ سهم یک 
شهر است)» درصدها هم مشخص شده است. به عنوان نمونه» از شهر 
کرمان؛ ۲۴ دبیر شرکت کرده است» ۳۴ تفر از ۱۳۰ نفر» بنابراین 


وی 


فر اوانی داده‌ها 


۳۳۳ 
۱ 
[ 
9 تیاس سین رت سس یو اش 
۱ ۱ ۱ 
۱ 
۲ ۵ 2 2 2 + < 2 - ه 
۱ ۱ ۱ 
1 ۱ ۱ 
۱ ۱ أ‌ 
1 ۱ 
1 1 ۱ 
۱ [ ۱ 
۱ ۱ ۱ 


رفسنجان سیرجان کرمان 


دکل ۲ 


۳ 
۲ تنج 1۵0 2 سب 
و۱۲ 


اندکی بیش از ۲۸/۳ درصد شرکت‌کنندگان» از شهر کرمان بوده‌اند. 

داده‌های آماری را به‌وسیلهُ نقطه‌های واقع بر دستگاه محورهای مختصات 
هم می‌توان نشان داد (شکل ۲). 

ولی بهترین و معمول‌ترین روش نمایش داده‌های آماری» نمودار ستونی 
آن‌ها است. در شکل ۰۲ نمودار ستونی داده‌های آماری» به صورت ستونی 
نشان داده شده است. در این شکل» فراوانی هر داده را روی ستون 
نوشته‌ايم که در این صورت. می‌توانستيم محور «فراوانی‌ها» را رسم نکنيم. 
همچنین می‌توانستيم» با درجه‌بندی محرر «فراوانی‌ها» از دکر عددها در روی 
ستون‌ها خودداری کنیم. 

۵ا. رده‌بندی یا دسته‌بندی داده‌های آماری و فراوانی‌ها. میانگین و انحراف 
از میانگین. نمونه‌ای که در بالا» به‌صورت جدول و سه نوع نمودار از داده‌های 
آماری آوردیم» تمونه‌ای ساده بود. آمارگیر هم توقع زیادی از داده‌های آماری 
نداشت. او می‌خواست بداند از هر شهر استان چند نفر در گردهم‌ایی شرکت 
کرده‌اند؛ درضمن توانست به سادگی محاسبه کند که شرکت‌کنندگان هر شهر ؛ 


۶۳ 


فراوانی داده‌ها 


هه ۱ 
اس 
ه|]|]۴ا 
ی 
نی 
ات 
تس 


> 1 
ی 


خاده‌ضا 


دی و 3 


رفسنجان سیرجان ‏ کرمان 


شکل ۳ 


۳4 


چند درصد گل شرکت کنند کال را تشکیل داده‌اند. 

ولی از داده‌های آماری؛ در حالت‌های بیچیده‌تر هم می‌توان اسنفاده کرد. 
طبیعی, است» هرچه مطلب پیچیده‌تر باشد؛ باید آگاهی‌های بیشتری دربارة 
موضوع به‌دست آید تا؛ براساس آن‌هاء بتوان دربار؟ چند و چون موضوع از 
جنبه‌های مختلف داوری کرد. این‌جاست که به تعریف‌ها و فراردادهای تازه‌ای 


نباژ داریم. 1 یک مثال مطلب را روشن می‌کنيم . 
مقال ۲ بهروز در ۱۵ امتسان آغر سال» این مرها را آوره است: 


۱ 0 ۷ آشنایی با 
۷ ۱۹ ۱,۸ ۱ ۱ ۱۵ ۳ 
۳ ۰ کارها 
موس ژبان بب‌گانه نقاشی ادب فارسی ورزش 27۳ 
۸ ۱۴ ۷ ۹ ۱۳ 1 


روزنامة روحی؛اجتماعی و 
دیواری شرکت‌درکار جمعی 
۷ ۹ 


از ایرا داده‌های آماری؛ می‌توان نتیجه‌های گوناگونی 
۱ معدل میانگین نمره‌ها. اگر مجموع همه نمره‌ها را بر تعداد آن‌ها 


۶۳ 


۱ مجموع نمره‌ها 


۴ - سس 
3 تعداد درس‌ها 


معدل 


در آمار؛ به این عدد؛ میانگین حسابی با به طور ساده میانگین داده‌ها می‌گویند. 
۲ رده‌بندی نمره‌ها. نمره‌ها را به ترتیب‌های مختلفی می‌توان رده‌بندی 
کرد. به این جدول توجه کنبد: 


جرد ماگن 1 مقر[ من ای 


۳ 

در این جدول؛ نمره‌ها با فاصله برابر ۵ (۰ ۰۱ ۰۲ ۳ ۴ پا ۰۵ ۶ ۷ 
۸ و غیره)» به ۴ رده تقسیم شده‌اند و نمرهٌ میانگین هر رده در جای 
خود آمده است. مثلاً در رده سوم ؛ ۵ نمره وجود داشت: ۱۰ (شیمی)» ۱۲ 
(زیست‌شناسی)» ۱۱ (آشنایی با صنعت)۰ ۱۴ (زبان بیگانه) ۱۳ (ورزش) 
که میانگین آن‌ها برابر است با 

۳ لا ۱۴ بل ۱۱ 4 ۱۲ +4 و۱ 
۳ سس 
میانگین همه نمره‌ها برابر ۴ ۱۱۸ بود که به آن» مرکز هم می‌گویند. پس 
میانگین نمره‌های رده سوم به انداز 


۳ 


۳ ره سح ۲ ۱ بت ۱۲ 


از مرکز انحراف دارد. اگر ميانگین همه نمره‌ها را با 2 نشان دهیم: 


( ۷ بت 7 | 


۴ ۵ 


و هریک از نمره‌ها را :2 بنامیم (از 2۱ یا ۰)2۱۵ آن وفت انحراف از مرکز 
برای هر نمره برابر است با 7 - 2 مثلا 


,, :۴۳ ۱/۸ 2 ۴ ۱۱/۸ -- ۱۵ حد و با ۵۸/۶۰ << ۴ ۱۷-۱۱۸ < 2۱-2 


روشن است؛ اگر همه انحراف‌های از مرکز را» برای ۱۵ نمره؛ به‌دست 
آوریم؛ جمع جبری آن‌ها؛ برابر صفر می‌شود. از جدول ۳ هم می‌توان این 
شححه ر بهدست آورد. در رده اول ۱ نمره داریم ۴ انحراف آن از مرکز برابر 
۴ /- است. در رده دوم ۵ نمره وجود دارد که انحراف هریک برایر ۴ /۳-- 
و مجموع انحراف‌های این ۵ نمره برابر ۵ « ۴ /۳- یعنی ۱۷- است. 
یت 43 انح اف‌ها در رده سیم برایر ۵ *» ۰ بعمی ۳ و دز رده چهارم 
برابر ۴ ۲ ۵/۸۵ یعنی ۴ ۲۳۸ است و 
مه < ۴ ۳۳۸ +4 ۳ + ۱۷ ۴ ٩,‏ 


ولی اگر. به‌جای مقدار جبری» قدر مطلق انحراف‌ها را در نظر بگیریم برای 
۵۲۸۸ - ۳ ۲۳ 4 ۳ 4 ۱۷ ند ۴ ٩,‏ 


که از تقسیم آن بر تعداد داده‌ها (۱۵) [همان مجموع فراوانی]؛ عددی به 


ری ۵۲۸/۸ ۱ 


عددی که از تقسیم مجموع مجذورهای انحراف‌ها بر تعداد داده‌ها به‌دست 
می‌آید؛ پراش داده‌ها (یا واریانس داده‌ها) نامیده می‌شود. در مثال ما 


۱۵ 


لت < پراش داده‌ها 


۶۶ 


٩,۲ +۵۱ ۳۸۴۲ +۵ ۰۶۲ +۴۱۵۸ ۸۵۲ 
۱۵ ۵ 
۸۸,۸۲۶ +۵۷۸۸ +۱۸۸ + ۱۳۶۸۸۹ 
۱۵ 5 


5 ۲۸۳۶ ۸۵ 


۱۸۸ ٩5٩ بح‎ ۹ 
۱۵ 1 


ولی در آمار ریاضی ‏ بیشتر از انحرافی معیار استشاده می‌شود که برابر است با 
ریشه دوم براش. انحراف معبار را معمو لا با و نشان مي‌دهند : 


۳۵ م2 ۰/۱٩‏ < و 


باتوجه به جدول ۳ (رده‌بندی نمره‌ها با فاصلهٌ برابر ۰)۵ نمودار دایره‌ای و 
نمودار ستونی را خودتان رسم کنید. 

می‌توانستيم رده‌بندی را برحسب نوع درس‌ها انجام دهیم : ریاضی فیزیک 
(جبر) هندسه؛ فیزیک) ؛ تجربی (شیمی» زیست‌شناسی» گیاه‌شناسی) ؛ هنر 
(موسیقی. نقاشی» کارهای نمایشی» روزنامهٌ دیواری) انسانی (زبان بیگانه: 
ادب فارسی)؛ روحیه اجتماعی و کارهای فوق برنامه (آشنایی با صنعت ؛ 
ورزش» شرکت در کارهای جمعی). خردتان جدولی برای اپن رده‌بندی تنظیم 
کنید و میانگین فراوانی و انحراف از مرکز را در آن مشخص کنید و سپس؛ 
با محاسبة میانگین ساده» پراش و انحراف معیار داده‌ها ببینید» به همان نتيجة 
رده‌بندی جدول ۲ می‌رسید یا نه! 

مثال ۳. از یک قطعه فلزی با مقطع دایره‌ای؛ در یک کارخانه به تعداد 
زیاد تولید شده است. ۲۰۰ قطعه از آن را به تصادف انتخاب کرده‌ايم و 
می‌خواهیم ؛ داده‌های آماری را دربارهٌ قطر این قطعه‌ها (برحسب میلی‌متر) 
تشکیل دهیم. 

در شکل ۰۴ جدول داده‌ها را با فاصله ۲۵ /۰ هیلی‌متر رده‌بندی کرده‌ایم 


دِ نمودار ستونی مربو ط نه آن ۳ تشان داده‌ایم. 


۶۷ 


۲ ۱۳/۵۵ 
۱۳۶۲۵ - ۳۸۹ 


۱۳/۵۰ ۷۴۱۰ 


شکل ۴ 


در شکل ۰۵ پراکندگی قطرهای همین ۲۰۰ قطعه را همراه با نمودار 
ستوئی آن» در رده‌بندی با فاصلهً ۰۵ میلی‌متر داده‌ايم. درضمن؛ در 
جدول» مانگین حسابی () و انحراف معیار هم داده شده است. 

و سرانجام؛ در شکل ۶ نمودار پراکندگی قطر این ۲۰۰ قطعه با رده‌بندی 
به فاصلهٌ ۰۱ ۰۸ میلی‌متر داده شده است (از آوردن جدول پراکندگی» به دلیل 
طولانی بودن آن» طرف‌نظر کرده‌ایم). 

مثال ۳ "را به این دلیل آوردیم که نکتهٌ جالبی را یادآور شویم. اغلب 
وفتی داده‌های آماری؛ به تعداد زیاد و به صورت انبوه باشد» گرایش کلی به 
سمت مقدار میانگین استت. فرض کنید. داده‌های آماری» مربوط به معدل 
دانش‌آموزان سه کلاس دوم دبیرستان باشد. اکر این دانش‌آموزان؛ به همان 
صورتی که بای بتنام مراجمه کنده وازد کلانن-شده تاشنف نز قرطهای 
(از نوع معدل بالا) برای ثبت‌نام وجود نداشته باشد؛ تعداد دانش‌آموزان ممتاز 
و تعداد دانش آموزانی که معدل پایین‌تر از حد متوسط (یعنی میانگین) دارند؛ 
نسبت به دانش‌آموزانی که معدل آن‌ها به میانگین کلاس. نزذیک‌تر است بسیار 
کمترند. به‌ویژه دربارة تولید صنعتی و کشاورزی این حکم بیشتر صادق است 
و ندوطاة هنیک و بیش به- صوریك شکلل ۶ حرفیأیّد (به شرطی که 
داده‌های آمازی» دست‌چین نشده و به صورت تصادفی انتخات شده باشند). 


۶۸ 


| ۱۳۸ ۵اه‎ - ۱۳۸ ٩ 
۱۳۸ ۱۰ -- ۱۳۸ ۱۳ | ۲ 


۱۵ 
ه ۱۱ 


| ۱۳۸ ۳۵ -- ۱۳۸۳۹ | ۲ 


۴ ۳۸ -- ۴۵ ۱۳۸ | 
| ۲ ۳۸ -- ۳۵ ۱۳7۸ 
شکل ۵: جدول و نمودار پراکندکی | ۲۵ | ۵۴ ,۰-۱۳ ۱۳۸۵۰ 
قطر ۲۰۰ قعلعه تولیدی با رده‌بندی ۲ ۱ ۱۳۸۵۹ - ۱۳۸۵۵ 
به‌فاصله ۰۵ ۰7 میلی‌متر ۷ ۶۴ ۱۳۸ -- ۶۰ ,۱۳ 
| ۱۳۸۶۵-۱۳۸۶۹ 


فرض کنید» برای تلویزیون‌های ساخت یک کارخانه؛ عمر متوسط ۱۰ سال 
معین شده باشد. در اين صورت. وقتی مثلاً »۱۰ تلویزیون را به تصادف 
انتخاب کنیم» تعدادی که کمتر از ۳ سال کار کنند و یا بعد از ۱۷ سال کار 
همچنان سالم و بی‌عیب باشند» بسیار کمتر از آن‌هایی است که بین ۸ تا ۱۲ 
سال کار می‌کنند. این نکته در بحث‌های مربوط به آمار ریاضی اهمیت زیادی 


دارد. 


و۵ انفتیال 

۱ پیش‌آمد تصادفی. عضو تیم شطرنح دبیرستان خود هستید. برای 
مسابقه با تیم‌های انتخابی دبیرستان‌های دیگر باید در دبیرستان ۸ حاضر 
شوید. مسابقه‌ها سر ساعت ۱۰ صبح آغاز می‌شوند. ٩‏ صبح از منزل بیرون 
می‌آیید. آیا به موقم به دبیرستان ۸ می‌رسید؟ آیا زودتر به مقصد می‌رسید؟ 


۶۹ 


1 

۲ 1 

۱ 1 ۷ ۳ 

۰ ۱ ۲ 
1 ۳1 1 ای 


۳۷۰ ۰ ۱۳۸۵۰ ۱۳۸۲۰ 1 سسچسب لب 

شکل ۶: نمودار براکندگی قطر ۲۰۰ قطعه با رده‌بندی به‌فاصله ۰۱ ۰۸ 
میلیمتر 
آیا ممکن نیست. وفثی به محل ۸ برسید که مسابقه‌ها آغاز شده باشند و 
به دلیل نبودن شما» رقیبتان را برنده اعلام کنند؟ ... هیچ کس نمی‌تواند به 
این پرسش‌ها» باسخی قطعی بدهد. تجربةٌ شما نشان داده است که اگر 
وضع عادی باشد. باید به موقع به دبیرستان ۸4 برسید. ولی مگر همیسه وضع 
عادی است؟ عامل‌های زیادی می‌توانند وضع را از حالت عادی خارج کنند. 
میزان شلوغی رفت و آمد در خیابان‌ها؛ هميشه در تغییر است. آغاز حرکت و 
سرعت اتوبوس‌های شهری منظم و یکنواخت نیست. یک پیش‌آمد ناگهانی 
مثل برخورد دو اتومپیل» می‌تواند موجب کندی و یا حتا توقف اتوبوسی شود 
که شما در آن نشته‌اید. ممکن است در ایستگاه اتوبوس به یاد بیاورید؛ 
فراموش کرده‌اید کارت شناسایی را با خود بیاورید و ناچار شوید به منزل 
برگردید» و خیلی چیزهای دیگر. به همین دلیل می‌گویند: ساعت ورود شما 
به دبیرستان ۸ یک پیش‌آمد تصادفی یا یک آزمون تصادفی است. 
هر پیش‌آهد تصادفی» نتیجه‌ای است از تاثیر مجموعٌ بزرگی از عامل‌های 
تاثیرگذار. مکعپ استخوانی کوچکی را در نظر بگیرید که روی شش وجه آن. 
عددهای از ۱ تا ۶ نوشته شده باشد (و روی هر وجه. یک عدد). از اين به 
بعد» چنین مکعبی را «مکعب بازی» می‌نامیم. وقتی یک مکعب بازی را به 


۷ 


هوا پرتاب کنید» بعد از نشستن به زمین» وجهی از آن جلو چشمان شما قرار 
من ,کود: ولین کدام وجه؟ برای بیش‌بینی آن باید از خیلی جیزها آگاه باشید 
وه درضمن» بتوانید همه آن‌ها را در بستگی با هم؛ به حساب آورید: مسیر 
حرکت دستی که مکعب بازی را می‌اندازد؛ وضع و موفعیت مکعب در لحظه 
پرتاب» نیروی پرتاب و غیره. تعداد این عامل‌های تاثیرگذار خیلی زیاد است 
و حتا» بسیاری از آن‌ها» برای ما ناشناخته است. به همین دلیل نمی‌توان از 
فبل بیش‌بینی کرد که ضمن آزمایش» با چه بیش‌آمدی روبه‌رو می‌شویم! 

وقتی جسمی را به یاری ترازو وزن می‌کنید» ممکن است گمان کنید» با 
این آزمایش» باید منتظر پیش‌آمدی قطعی و بی‌تغییر باشید: عقربه ترازو روی 
عدد وزن جسم می‌ایستد. ولی در واقع» این‌طور نیست. عددی که عقربة 
ترازو نشان می‌دهد» یک پیش‌آمد تصادفی است. اگر ازمایش را چند بار 
تکرار کنید؛ نتیجه‌های کم و بیش متفاوتی به‌دست می‌آورید. این اختلاف‌ها 
مربوط می‌شود به جای جسم در کفة ترازو اشتباه مشاهده» نشستن گردوغبار 
بر جسمی که وزن می‌کنید. اختلال‌های تصادفی دستگاه ترازو و غیره. 

از خود وارهُ «پیش‌آمد تصادفی» باید به این نتیجه برسیم که نمی‌توان 
رخ‌داد آن را در یک آزمایش مشخص. پیش‌بینی کرد. با وجود این تجربه 
نشان می‌دهد» اگر آزمایشی را بارها و بارها تکرار کنیم» می‌توان برای پدیده‌های 
تصادفی» نوعی قانون‌مندی بیدا کرد؛ و کار نظریة احتمال؛ پیدا کردن و بررسی 
همین فانو ن‌مندی‌هاست. 

در روتگار ماء تنظریك الحقمال6 و افقظربل اطمیتانت‌خاهن 06 کف راه را برای 
به‌دست آوردن بهترین و مناسب‌ترین» پاسخ. باز کرده‌اند؛ اهمیتی درجه اول 
دارند. امروز دیگر نمی‌توان؛ آموزش ریاضیات را» جدا از بحث مربوط به 
(کمیت‌های تصادفی» کامل دانست. دانش وضعیت امروز» چنین می‌طلبد. 

۲ فضای نمونه و فضای پیش‌آمد. اگر مکعبی را» که از نظر هندسی 
تفس و ار 97 جر شا قراس راشب ودهرا باتک پیت آز 


۷ 


رسیدن به زمین» می‌تواند روی هر وجه خود بنشیند و این پیش‌آمد» برای 
هیچ کدام اژ وجه‌ها نسییت به وجه‌های دیگر؛ برتری/ وجود ندارد. در واقع » 
رو شدن هر وجه مکعب. با رو شدن هر وجه دیگر هم احتمال است؛ یعنی 
برای وجه‌ها؛ شانسی برایر وجود دارد. 

جه پیش‌آمدهایی» ایکان رخحداد برابر دارند؟ مفهرم داب‌کان زخداد برایر ) 
با «احتمال پیش‌آمدها؛ یک مفهرم مقدماتی است و نمی‌توان آن را تعریف کرد. 
در ان باره» ریاضیات باسخی ندارد. ساختمان فیزیکی مکعب و یکسان بودن 
نحوة برتاب آن. اين امکان را به ما می‌دهد که» رو شدن هر وجه آن را».برای 
همه وجه‌ها باءامکانی برابر در نظر بگیریم. 

وقتی مکعب‌بازی زا به هوا پرتاب می‌کنيم اطمینان داریم؛ بعد از نشستن 
روی رمین» روی وحه بالای آن ؛ یکی از عددهای ۱ 6۲ 4۲ ۲ ۵ یا ۶ 
در بین حالت‌های ممکن می‌تواند رخ دهد پیش‌آمد تصادفی (یا یک نقطه از 
فضای نمونه‌ای آزمایش) گویند. گاهی پیش آمد تصادفی؛ خود یک مجمم عه 
استت ‏ مثلا وفتی که بیخواهیم » ضمن برتاب مکعت؛ عددی رو شود که بر 
۳ بخش‌پذیر باشد. در این‌جاء پیش‌آمد تصادفی» مجموعه‌ای شامل دو عضو 
استت؛: ۳ و ۶. پیش‌آمد تصادفی را با ۸ و فضای نمونه‌ای آزمایش را با 5 
نشان می‌دهند؛ در مثال ما 


[ ۲,۵,۶ :۲,۳ 1 < و 7/۶ 


(5)* پناميم» بنا بهتعریف نسبت مج" را احتمال پیش‌آمد ۸ گویند و 


۷ 


به طور کلی» اگر فرض کنیم از بین ۸۷ حالت ممکن 7 حالت پاسخ‌گوی 
نیشامد تصادفی ۸ است (یعنی در 7 حالت از ۷/ حالتِ ممکن؛ ییش‌آمد 


رخ دهد) ) آن وفت 


در واقع؛ عبارت است از تعداد حالت‌های مساعد از بین ۷ حالت ممکن 
و احتمال پیش‌آمذ ۸ برابر است با نسبت تعداد پیش‌آمدهای مساعد به تعداد 
پیش‌آمدهای ممکن. 

احتمال این‌که با برتاب مکعب بازی» عدد ۵ ظاهر شود برابر است با 


ب و احتمال این که ؛ با برتاب مکعب بازی؛ یکی از عددهای و 


۵ یا ۶ ظاهر شود؛ برابر است با 2 یعنی ۱» و این یک پیش‌آمد قطعی (و 
نه پیش‌آمد تصادفی) است. 

به این ترتیب : احتمال» یعنی میزان توقع و انتظاری که برای زخداد یک 
پیش‌آمد داریم و پرابر است با نسبت تعداد بیش‌آمدهای مساعد به تعداد 
بیش رآمدهای ممکن. 

کاهی» احتمال رخداد یک پیش ‌آمل را» به یاری آزمایش آماری بیدا 
می‌کنند. مثلاً» اگر کسی ضمن آزمایش تیراندازی» از ۱۰ شلیک تنها ۴ تیر 
را به هدف بزند؛ احتمال به هدف خوردن هر شلیک این فرد را به تقریب 
برابر ۴ ۰۸ به حساب می‌آورند. در چنین حالت‌هایی» بهتر است به‌جای 
واه «احتمال! از واه «بسامد نسبی» استفاده کنیم. در واقع احتمال‌نسیتی 
مشخص و دقیق است؛ در حالی که بسامد نسبی؛ ممکن است در آزمایش‌های 
مختلف» حتا دربارةٌ یک پیش‌آمد» نوسان‌هایی داشته باشد. اگر آزمایش را 


۷۳ 


برای فرد تیرانداز» با ۱۰ شلیک بعدی تکرار کنیم؛ نمی‌توان اطمینان داشت؛ 
به همال پسامد نسبی ۴ /۰ برسیم. 

حتا در سدهٌ هفدهم میلادی هم به ضرورت بررسی این گونه پیش‌آمدها؛ 
که نمی‌توان از پیش برای رخ دادن با رخ ندادن آن‌ها» پیش‌بینی قطعی کرد؛ 
پی برده بودند. برای این بررسی دلیل‌های جدی وجود داشت : لازم بود 
ساختار جمعیت پررسی شود؛ لازم بود» عمر متوسط ساکنان میزان ذخيرة 
غذایی مورد نیاز ارنش و جمعیت معین شود و ... 

ال .هر یک ترههکگر : ۱۰۰۵ تفر قرکت دارند که: از مان آزنما؛ 
۰ نفر برنده می‌شوند. انتخاب برندگان با فرعه‌کشی و از بين این ۱۰۰۰ 
نفر است. احتمال برد هر نفر جقدر است؟ 

حل. تعداد حالت‌های ممکن ۱۰۰۰ < ۷/ و تعداد حالت‌های مساعد 
۰ << 77 است. بنابراین» طبق تعریف 


۱۵۰ ۳ 


مثال. ها. در بین قطعه‌های یدکی» ۲۰۰ قطعه درجه ۱ ۱۰۰ قطعه 
درجه ۲ و ۵۰ قطعه درجه ۳ وجود دارد. یکی از این قطعه‌ها را به تصادف 
برمی‌داریم. چه احتمالی وجود دارد که این قطعه درجه ۱ يا درجه ۲ یا 
درجه ۲ باشد؟ 

حل:. در اپن مثال ۳۵۰ << ۸۷. پیش‌آمدهای تصادفی مربوط آمدن 
قطعه‌های درجه ۰۱ درجه ۲ و درجه ۳ را؛ به‌ترتیب» مش ۶ و ل) می‌گيريم. 


در این صورت 


۳ و و ۱ ۱ ۴ و ۳۲ 

7 ۳۱۳ ۳ و اد 
۱ ۵ م 
وه ۶ (۳۱۳ 


وش 


#«مخال ۶. از باز؛ [۰,۱]» دو عدد به تصادف انتخاب کرده‌ايم. چه 
احتمالی وجود دارد که مجموع این دو عدد از ۱ کمتر و حاصل‌ضرب آن‌ها 
از تچ بیشتر باشد؟ 

حل. اگر دو عددی را که به تصادف» از بازهُ [۱ ,| انتخاب کرده‌ايم 
7 و ل بنامیم» باید ببینیم» چه احتمالی وجود دارد تا داشته باشیم : 


۱ 
< 2۷ ,ا > لا + 2 


با این شرط که ۱ > 2 > » و ۱ > ل > ۰. 

حالت » < 2 يا » < ل را کنار می‌گذاريم؛ زیرا در هریک از این 
دو حالت؛ حاصل‌ضرب 2 برابر صفر می‌شود که از / کمتر است. برای 
۰ ع< 2 و » ع ن داریم: 


۱ ۱ 
۶ - 1 هه سب جح و ۱ > 1 > سب << 
۳ , ۳ 


باید پا شرط ۱ > 2 > » ببینيم» چه احتمالی وجود دارد تا نابرابری اخیر 
برقرار باشد. به ترتیب داریم : 


۱ 
و ۱ 1 ۳2 - ۳2 چ آمو۳ - ۳2 2 ۱ ج- و - ۱ مت 
۷۲ 


ب ۱۲ ۱ 
۱ +۳ - ۳2۲ را می‌توان به صورت + + (3 -2) ۳ نوشت؛ یمنی 
باید داشته باشیم: 


۷۵ 


و این ممکن نیست. مقدار سمت چپ نابرابری همیشه مثبت و کمترین 
7 ۱ : 0 

مقدار ال برایز ۳ است (وقنی ۷ برابر ۲ باشد) و پنابراین » به‌ازای هیچ 
مقداری از ۰2 منفی نمی‌شود: نمی‌توان دو عدد ۶ و ۷ را از بازه [۱ ۳ 
طوری انتخاب کرد که مجموع آن‌ها کوچکتر از ۱ و حاصل‌ضربشان بزرگتر 
۱ ۱ ۱ 


مجمومی کمتر از ۱ و حاصل‌ضریی بشتر. چ داشته باشند: برابر صفر است» 
یعنی چنین احتمالی وجود ندارد. 

۳ احتمال هندسی. باره‌عط راست ۸1 را روی باره‌خط راست » 
در نظر می‌گيريم و نقطهٌ ۸7 را به تصادف؛ روی باره‌حط راست 4 انتخاب 
می‌کنيم. بنا به تعریف : 

احتمال این‌که نقطهٌ ۸۷ روی باره‌حط راست ۸۸۶ باشد. برابر است با 
نسبت طول باره‌خط راست ۸1 بر طول باره‌حط راست 4 : 


طول باره‌خط زاست 0 جب ۶ 


خی تیب» )گر شکل مسطح و رابپخشی از شکل,مساطم 5) فرض 
کنیم و نقطهٌ ]۸ را به تصادف روی شکل ) در نظر بگیریم احتمال این‌که 
نقطهُ / روی شکل و قرار گیرد؛ برابر است با نسبت مساحت شکل 9 به 

سرانجام» احتمال قرار گرفتن نقطةٌ تصادفی ۸ در جسم فضایی ۷ که 
ببخشی از جسم فضایی ۷ را تشکیل می‌دهد. برابر است با نسبت حجم جسم 


بو ححه نله : دز تعریف زسمیی احتمال ( که یه لا بلاس تعلق دارد) ) سست 


اه و نس 


۷۳۶ 


شکل ۷ 


است؛ در حالی که در احتمال هندسی؛ این نسبت ممکن است عددی گنگ 
مثال ۷. بارهحط راست ۵۸ را به طول ۱ ری محرٍر ۸( و نقطه ۱8 
را به تصادف روی آن انتخاب می‌کنيم. نقطهٌ 13 پارهحط راست 2۸) را به دو 
بخش 1() و 12۸ تقسیم می‌کند. با چه احتمالی؛ کوچکترین این بخش‌ها؛ 
۱ ۱ 
طولی کمتر از سپ ندارد. 
4 ۱ . ۲ 
حل. نقطه‌های ۷6 و ۸۷ راء بتتیب؛ به طول‌های ج و ی روی محور 
2() انتخاب می‌کنیم (شکل ۷. نقط؛ 1] باید روی باره‌خط راست ۷ 1۷ 
۲ سر ۳ 
قرار گیرد تا طرل‌های باره‌خط‌های ور) و ۸ کل هیچ کدام ؛ از ۷ کمتر نباسد. 


طول بارهحط ۷ 1۷ برابر ِ و طول باره‌خط ۸ () بر ۱ ژ بناپراین 


مثال ۰۸ نقطه‌های (۰۸)۰,۰ (۴,۰) ۰8 (۱,۱/۳) داده شده‌اند. 
نیمساز زاویه ۸۸ از مثلث )۸ را رسم کرده‌ايم تا ضلع )19 را در نقطهٌ 
را قطع کند. اگر نقطه‌ای را از درون مثلث )۸ انتخاب کنیمء با چه 
احتمالی؛ این نقطه در درون مثلث (1 ۸11 قرار می‌گیرد؟ 

حل. اگر ضلع ۸۶ را قاعدهُ مثلث بگيريم عرض نقطةٌ () (یعنی 
۳ با طول ارتفاع مثلث برابر می‌شود و بنابراین مساحت مثلث ۸90 


وش 


برابر است با 
ِ ۱ 
(واحد مریع) ۲۷/۳ < ۷۳ « ۴ ۲ > < مورک 


ضریب زاویةٌ خط راست )4 برابر است با ۱/۳ یعنی ضلع ۸0 با محور 
(همان امتداد ضلع ۸1) زاوبة ۶۰ درجه می‌سازد. بنابراین (۸1 
(نیمساز زاویهٌ ۸ از مثلث ۰۸/0 با محور 007 زاویهٌ ۳۰ درجه خواهد 
ساخت و معادلهٌ خط راستی که از ۸ و (آ می‌گذرد» چنین می‌شود: 


: 
( معادله نیمساز (]۸) 1 1 


باتوجه به مختصات نقطه‌های ۶ و ب) می‌توان معادلٌ خط راست )ی را 


بیدا کرد 


ار معادله‌های در خط راست (ر ۴ ۱ ر در یک دستگاه دو معادله 
دومجهرلی قرار دهیم » با حل دستگاه» مختصات نقطه (] به‌دست می‌آید : 


اگر در مثلث (۰۸1 ضلم ۸1۶ را قاعده بگیریم ارتفاع مثلث. بر عرضص 
تقد 2 حیق و برایر ۷۲ می‌شود. بنابراین» مساحت مثلث (1 ۸17 برابر 


۷ 


۳ ۱ 
(واحد مربع) سب < ۷۳ج ۲۱۷ « > < وورک 


۷۸ 


درنتیجه؛ احتمال این‌که نقطه ۸ (که به تصادف در درون مثلث ۸0 
انتخاب سده است) ؛ ور درون مثلث (] زر ۸ فرار گیرد؛ برابر است با 


ً(/۳۹ 0و رد 
تمرین‌ها ۹ 
۴ مطلوبت است محاستةٌ مجموع [(۱ جر[ ۳ نت ار2 


#۹ 
۵ مطلوب است محاسبٌ حاصل‌ضرب "6001 ] ] 
۱ج 


۶ معادله درجه دوم و < ۵ ۲۵٩‏ -- او ریشه‌های حقیقی ندارد؛ 
ولی مجموع و حاصل‌ضرب دو ريشه آن» عددهایی حقیقی هستند: 


رس در ح 112 1 1۲ لد ات با ر 


مطلوب است محاسبه ۱) 27 ۶۰ ؛ ۲ لاه ۲) وه )انز 
تفن[ نمره‌های ۴ دانش‌آموز بک کلاس در بایان سال تحصیلی ؛ 
جنین است (معادل‌ها را به ردیف صعودی» یعنی از کم به زیاد آورده‌ایم) : 


۸۶ :۴ ۱۱۸ :۲ ۱۱۸ :۱۰۸۵ :۱۰ :۸۱ :۸۸۷۵۸۵ :۴ ر۸ 

۰ ۵ ۱۳۸ ۱( ۱۱ ۱۵ ار ۱۱۸ ۱ ۳ ۱۲ 
مر ۱ ۱۵ ۱۳ ۱۳۸۳۲ از ۱۱ ۱ و۲۴ 
۸۰ :۱۵۸۵ (۲ ۱۵۸ :۰۸ ۱۵۸ :۵اه ۱۵۸ :۱۵ ۱۴۸۹۵۰ ۱۴۸۹۴۰ 


۱۵,٩۹۱: ۱۶۸۰۷۰: ۱۶۸ ۴: ۱۶۸۸: ۱۷۸ ۲: ۱۷۸۸: ۱۸۸ ۵: ٩ 


۷۹ 


۱) به چه صورتی جدول پراکندگی معدل‌ها را تنظیم می‌کنید؛ دسته یا 
۲) برای جدولی که تنظیم کرده‌اید» نمودار دایره‌ای و نمودار ستونی را 
رسم کنید؟ در نمودار دایره‌ای؛ درصدها ر مشخصی کنه: 
۳ انحراف معیار (واریانس) برای این معدل‌ها چند است؟ 
۱ ۱۳۷۵ 
۱ ۱ 
۸ حاصل عبارت سس » را بیدا کنید. پرای عدد 
(08,)۳۷۵۷ | بت * * 
درست و مست ۷ نماد ۷ به معنای حاصل‌ضرب همه عددهای طبیعی از 
۱ تا ۷ است و به آن؛ فاکتوریل ۸۷ گویند: 
۱ ۶ ۶ ...(۲ - ۱()/۷ - ۷) ۷ < !۸۷ 


مثلاً ۱۲۰ < ۱ ۲۱ ۷ ۳ < ۴ ۷« ۵ -- ۵۱ 
این دو مجموع را محاسبه کنید : 


۳ 1 ۱ ۱ 1 ۳ ۱ »1 
‌ + هم ۸ ی ۱ 3 ست 2 (۱ 
بل ۱ ۷ ۹ 

۶۰ و و ل) در مسابقه‌ای شرکت کردند. اختمال برد ۸ سه برابر 
احتمال برد ۶ و احتمال برد ) دو برابر احتمال برد 2 است. احتمال برد 
هرکدام چقلیر است؟ 

۱ مکعب بازی را به هوا پرتاب کرده‌ايم تا به زمین بنشیند. چه احتمالی 
وجرد دارد که وجه بالای آن؛ عددی فرد باشد؟ 

* وقتی یک مکعب بازی را به هوا پرتاب کنیم احتمال آمدن هریک 


از عددهای از ۱ تا ۶ پرابر چ است. اکنون می‌خواهيم ببینیم» ضمن انداختن 
دو مکعب بازی با هم رو شدن جه مجموعی از عددهای دو مکعب احتمالی 


نسشتر و رو شدن جه مجموعی ) اسحتمال کمتر دارد؟ حدول یراکندگی آماری 


۸9 


مجموع‌های ممکن عددهای دو مکعب را تنظیم و نمودار میله‌ای آن را رسم 


۳ دو مکعب بای را با هم به هوا پرتاب کردیم. چه احتمالی وجود 
دارد که بعد از نشستن مکعب‌ها روی زمین؛ مجموع دو عدد آن‌ها برابر ۵ 
و حاصل‌ضرب آن‌ها برابر ۴ باشد؟ 

۳ در دایره‌ای با شعاع برابر ۱: مربعی محاط کرده‌ايم. نقطه‌ای به 
تصادف از سطح دایره انتخاب می‌کنيم. حند درصد احتمال دارد؛ این نقطه در 
درون مربع محاطی نباشد؟ اگر دو نقطه از سطح دایره را به تصادف انتخاب 
کنیم» احتمال اینکه» هر دو نقطه در بیرون مربع محاطی باشند: چنددرصد 
است؟ 

ماما . حرف‌های (چ»؛ (ی»: «س» «ت» و ٩۱‏ را روی پنج تکه کاغذ 
یکسان می‌نویسیم؛ کاغذها را تا می‌کنیم و در ظرفی می‌ريزيم. آن را به هم 
می‌زنيم و» سپس» یکی یکی برمی‌داريم» باز می‌کنيم و از راست به چپ؛ 
پهلری هم می‌گذاريم. آیا ممکن است وارهُ «چیستا» به‌دست آید؟ اگر واه 
«حیستا» درست شد.ء جقدر باید تعجب کرد؟ 

۶ سه خط راست 0 < ۷ب + 0 ] ع رو - ۱/۳ و < ۷ 
مفروض‌اند 0 و 6 عددهای حقیقی دلخواهی هستند. احتمال این که » 
از برخورد این سه خط راست مثلثئی متساوی‌الاضلاع به‌دست آید» جقدر 
است؟ 

۷ ضمن جابه‌جا کردن جعبه‌ای که شامل ۲۱ قطعه سالم و ۱۰ قطعة 
ناقص است؛ یکی از قطعه‌ها گم شد. یک قطعه را به تصادف برمی‌داريم. 
بعد از آزمایش معلوم می‌شود؛ این قطعه. سالم است. چه احتمالی وجود 
دارد که قطعهٌ گم شده سالم باشد؟ با چه احتمالی قطعةٌ گم شده ناقص 
اسنت ؟ 


۸ صفحه‌ای را با خط‌های راست موازی بر کرده‌ایم ؛ به نحوی که 


۸ 


فاصلهة هر دو خط راست مجاور برابر ۳ سانتی‌متر باشد. سکه‌ای با شعاع 
پرابر ۱ سانتی‌متر را پرتاب کرده‌ايم تا روی صفحه بیفتد. با چه احتمالی» سکه 
خط‌های راست موازی را قطع نمی‌کند؟ 

8 در یک جعه ۱۰ گلوله وجود دارد که ۳تای آن قرمز و بقیه سفیدند. 
۲ گلوله به تصادف از جعبه بیرون می‌آوريم. احتمال این‌که هر دو گلوله سفید 
باشند چقدر است؟ چه احتمالی وجود دارد که هر دو گلوله فرمز باشند؟ 

کامیونی با سرعت ثابت 4 کیلومتر در ساعت (۱۰۰ > ») در 
جاده حرکت می‌کند. دو اتومبیل سواری ۸ و 1 به یک فاصله از کامیون 
قرار دارند. ۸ با سرعتی بیشتر از » کامیون را تعفیب می‌کند و ۶ به استقبال 
کامیون می‌آید. احتمال این‌که ۸ زودتر از ۶ به کامیون برسد؛ جقدر است؟ 
به شرطی که بدانيم سرعت ۸ از ۱۰۰ کیلومتر در ساعت و سرعت 1۶ 
از ۱۳۰ کیلومتر در ساعت تجاوز نمی‌کند و هر دو اتومبیل با سرعت‌های 

احتمال کدام‌یک بیشتر است : وقتی چهار مکعب بازی را با هم 
بیندازيم و: دست‌کم یکی از آن‌ها» عدد ۱ را نشان دهد يا وقتی دو مکعب 
بازی را ۲۴ پار با هم بيندازيم و» دست‌کم یک بار دو عدد ۰۱ بین چهار 
مکعب ظاهر شود؟ 

این مساله. به معمای شووالیه ده‌مه‌ره معروف است.این اصیل‌زاده 
فرانسوی؛ دو احتمال را برابر می‌دانست و این‌طور استدلال می‌کرد: احتمال 
آمدن آ» من انداختن یک مکمب. برابر 7 و» بنابراین» ضمن انداختن 


۴ مکعب ابر 7 < ۴ پعنی چ است. وقتی دو مکعب بازی را با هم 

بیندازيم» به دلیل وجود ۳۶ حالت مختلف. احتمال این‌که دست‌کم برای دو 

مکمپ عدد ۱ بیایید. برابر چچ و بنابراین» برای ۲۴ بار نکرار این عمل» 
۱ ۱ ک را و و : 


در ستا ایبننیي؟ 


ور 


۷ نابرابری کوشی نامعادله - تعیین 
علامت چندجمله‌ای‌های جبری 


تکمیل آن است. ینابراین» بهتر است برای یادآوری» بیش از آن‌که این بخش 
را آغاز کنید بخش ۵ از جلد دوم ریاضات محاسبه‌ای و تمرین‌های آن را 


مرور کنید. 


58 یک نابرابری اتحادی مهم. نابرابری میانگین‌ها يا 
نابرابری کوشی 

۱ ميانگین حسابی و ميانگین هندسی 7 عدد مثبت. می‌دانیم» منظور از 
میانگین حسابی 7 عدد مثبت» ِ مجموع آن‌ها است. اگر میانگین حسابی 


لد مئست ۷۸ ۲۲ ۳ ۰ ۷۰۰ ولا ۳ ‌ بنامیم . آن‌وقت 


ای ای اه نا ۱۰ 


۲1 


مثلا میانگین حسابی دو عدد ما قن برابر است با لت یعی 


۱ همچنین میانگین حسابی سه عدد ۲ و ۱۲ و ۰۱ برابر است با 


۸۳ 


۱ ۲ + ۱۲ ۶ 

سرتسا یمنی *۱. 

میانگین حسابی» به طور کلی؛ برای عددهای حقیقی معنا دارد. میانگین 
حسانن میاخند ۵/۴ - ۴و ۳+ ۲۹/۳ و ۲ + ۳۸/۳ چنین اس 


۳ سح ات مت 
۳ 


)۴- ۵۷/۳( + )۲۷۳+۳( + )۳۷۲+ ۲( _ ٩ 
۳ 
میانگین هندسی 7 عدد مثبت. برابر است با ريشة ام حاصل‌ضرب‎ 
آن‌ها ۰ ا گر میانگین هندسی شدد مست ۸ ۰۲۲ ۰۰۰.۰۷۴ وا را ط‎ 
بنامیم» آن‌وقت‎ 


۳ 1۳/6۱۲۵۳۰۰۰ 


مثلگ میانگین هندسی دو عذد ۳ و ۰۱۲ برابر است با ۱۲۳ ۲ یعنی ۶؛ 
۳ ۷" 1 ۱ ۲ ۵ ۱ 
باه هس در لسسا» برای میانگین هندسی سه عدد > و چ- و ج داریم: 


4 حت سا 


۲ ۵ 

حجت سس ید ات لر جصد 

۱۵ ٩ ۱ 

در میانگین هندسی. به دلیل این‌که با ریشگی سروکار داریم و برای این‌که 

با عددهای غیرحقیقی روبه‌رونشویم تا زمانی که فانون‌های مربوط به عمل 

با عددهای موهومی را باد نگرفته‌ایم تنها از عددهای مشت استفاده می‌کنيم. 

البته در حالتی هم که تعداد عددهای منفی» زوج باشد. یا میانگین هندسی 

تعداد فردی از عددها را لازم داشته باشیم؛ به مشکلی برنمی‌خوریم. میانگین 
هندسی سه عدد ۲- ۶ ژٍِ ۱۸ جنین است؟ 


یبدا عد ٩/۲18‏ مد ۱۸ ۷ ۶ ۷-۲ 


و تمس هو عدد.؟- و.۸- پرایر ۴ استد 


ور 


در این‌جا و در بحث مربوط به نابرابری‌ها» همه‌جا پا مقدارهای مثبت 
سروکار داريم» مگر آن‌که برخلاف آن» تاکید شده باشد. 

۲ ابراببی میانگین‌های حسابی و هندسی. ابت می‌کنند» برای 7 عدد 
مثبت ۰0۱ ۰0۲ .۰۰ بر میانگین حسابی از میانگین هندسی کوچکتر 


نیست ؛ یعنی همیشه داریم 


و ۲ 6۱:۷ 
7 ۳ 


و علامت برابری تنها وقتی برقرار است که هر 7 عدد با هم برابر باشند 


یعتی ۰ 
وی ساد 0 سح 61 


اگر ره < ... < ۵۲ < ۱ آن وقت < 7 


(حرا؟). 
در این کتاب به اثبات نابرابری میانگین‌های حسابی و هندسی (که 


تابرابری کوشی هم نامیده می‌شود) در حالت کلی؛ نمی‌پردازيم و برای 
فرصت دیگری می‌گذاريم. ولی حالت‌های خاص ناپرابری کوشی را؛ وقتی که 
(یعنی تعداد عددها) برابر ۲ ۳ و ۴ باشد» ثابت مي‌کنيم (در تمرین‌های 
بایان این بخش -تمرین ۶۸- نابرابری کوشی را برای حالت‌های ۵ < 7 و 
۶ < 7 هی ابت کرده‌ایم) . ضمن حل مساله‌های جبر (و نه‌تنها جبر)) 
بارها و بارها؛ ناچار می‌شوید از نابرابری کوشی استفاده کنید. 

الف) ۲ < ۰ پیش از اين هم با نابرابری کوشی برای حالت ۲ << 7 
برخورد کرده‌ايم. باید ثایت کنیم؛ برای در عدد مشت 6 و ۰ هميشه داریم : 


رت 


نایرابری) به‌سادگی نه بو رت ٩9‏ ی 0 ۳۹ ق دب و سیس » به صو رت 
0 ۳ (/۱۷ 0 /) درمی‌آید که ) درسعی آن روشن اشتتگات درضمن روسن 


۸۵ 


است که برای 6 << ۰4 به‌دست می‌آید : 


۳ 


۲ 


به عنوان کاربرد نابرابری کوشی (در حالت ۲ م< "۳ چند مثال می‌آوريم : 
متال ۱. این معادله را حل کنید: 


۳ ۱ ۱ 
(۳ + ۲۵ - ۱():۲ + ۰ + ۲ ) ۲ ۷۵ - او ال ود ام 
)۱( 


حل. در آغاز روشن می‌کنيم ؛ هرکدام از عبارت‌های محرج کسرها؛ هر 
سمت چپ برابری؛ به‌ازای هر مقدار حقیقی :۰2 مقداری مثبت‌اند. در واقع 


9 9 7 | < ان کر 7 | < ۱ ۲ 2 + لو 
۲ 6-۱ < ۲ +(۱+ ۲۵ - ۵) < ۲۵4۳ - آن 


که مثبت بودن آن‌ها روشن است. اگر در سمت چپ برابری (۱) کسر اول 
را » و کسر دوم را ۵ بنامیم معادله به این صورت درمی‌آید : 


ی 0 
۷ تک جد ۷۷8 - ۵ + » 


ولی می‌دانیم؛ اين برابری؛ تنها وقتی برقرار است که داشته باشیم : 


۲ ۱ 
جع و چ ۳+ ۲۵ - ۱۰+ + 2 چ وا ع ه 


معادلة (۱) تنها یک ريشه دارد : 2#. اندکی بیندیسید. اگر می‌خواستید 


معادله را با روش‌های عادی حل کنید» جگونه سرگردان می‌شدید؟ 


امای 


مثال 1 تایت کنید» اگر مجموع دو عدد مست ؛ مقداری ثابت باشد ؛ 
حاصل‌ضرب آن‌ها؛ وفتی به بیشترین مقدار خود می‌رسد که ؛ این دو عدد با 


هم برابر باشند. 
حل. این مساله راه‌حل‌های مختلف دارد» ولی ساده‌ترین آن‌ها؛ استفاده 


از نابرابری کوشی اس دو عدد را 7 و و مجموع ثابت آن‌ها را » می‌نامیم : 
0 < ۷ + 1 


می‌خواهيم ببینیم؛ به‌ازای چه مقدارهایی از 2 و ۰۷ حاصل‌ضرب 2 به 
بیشترین مقدار خود می‌رسد. بنابر نابرابری کوشی داریم: 


۱ 0 لت بل 
او زو تس مت 
۲ ۳ 


7/2۷ > > 


۲ 
۹ 
حاصل‌ضرب دو عدد مثبت 7 و ۷ هميشه از -- کوچکتر است و تنها در 


۲ 
1 - 


حالت ۷ <- 2 برابر ۳ می‌شود. بیشترین مقدار حاصل‌ضرب دو عدد متبت 


۳ 
۱ 1 ۵ ۱ 
2 و ل برابر <- و وقتی به‌دست می‌آید که دو عدد با هم برابر باشند. 


یادداشت . «هوراتیوس»۰ نویسندهٌ رومی که بین سال‌های ۶۵ تا ۸ بیش از 
میلاد زندگی می‌کرد» در جایی؛ هم‌عصران خود را به این دلیل که می‌بنداشتند» 
اگر دو شکل مسطح؛ محیطی برابر داشته باشند مساحت‌هایی برابر دارند 
به سختی سرزنش کرده است. نوشتهٌ «هوراتیوس» نشان می‌دهد که بسیاری 
از قوم‌های باستانی» باید به همین پندار نادرست معتقد بوده باشند. زمینی 
مستطیلی شکل با محیط برابر ۱۶۰ متر در نظر بگیرید. طول و عرضص 
این مستطیل چگونه باشد تا مساحت مستطیل به بیشترین مقدار خود برسد؟ 
مجموع طول و عرض مستطیل برابر ۸۰ و مقداری ابت است. بنابراین؛ 
حاصل‌ضرب آن‌ها (یعنی مساحت زمین) -بناپر مثال ۳- وقتی به حداکثر خود 


۸۷ 


می‌رسا: که طول و عرض آن. با هم برابر باشند که» در این صورت؛ مساحت 


زمین برابر 


(متر مربع) ۵ 0 - ۴ مد و۴ 


می‌شود. هرچه اختلاف طول و عرض بیشتر باشد؛ با مساحتی کمتر روبه‌رو 
می‌شویم : 


(متر هریم) ۷۹ ع ۱ ۷۹ 


به طور کلی» هرچه شکل به سوی منظم‌تر بودن برود» مساحتی بیشتر خواهد 
داشت. افلاطون؛ فیلسوف ذهن‌گرای یونانی» برای نخستین بار» این فضية 
درست را (البته» پدون اثبات) طرح کرد که» در بین همه شکل‌های روی 
صفحه که محیطی برابر دارند» مساحت دايره از همه بیشتر است. به عنوان 
نمونه. اگر زمین با محیط برابر ۱۶۰ متر را» به شکل دایره انتخاب کنیم 
مساحتی بیش اژ ۲۰۰۰ متر مربع بیدا می‌کند (خودتان محاسبه کنید). و این 
پیشترین خققارهمکن ؛. برای مساحت شکلی از صفحه است که محیطی برایر 


۰ متر داشته باشد. 


مثال ۰.۴ ثایت کنید نابرابری ۶ < ستت. برای 1 .۰2 همیشه 
۷ 


۸ ۸ 


۲ 
۳ سل سل ۳ 1 . 3 
حل. کسر ۳ ّ ر می‌توان این طور له سیسیا ‏ 


1 

رت ۱۲+ ارو 

9و زو حد سس شب 

۳ 2 ۳ ۳/2 دم 


9( از تابباییی گرشی برای "جر مقدان مت ۳ ۰۳ ۷2 وس 
استفاده کنیم؛ به‌دست می‌آید : 


ب) ۳ << 12. باید ثابت کنیم برای سه عدد مثبت ۰0 6 و ۰6 هميشه 


داریم : 
2 ط همه 


برای سادگی کار» فرض می‌کنيم : 0 < ۰۶ ۷ << ( رو ۰6 < 2 


نابرابری کوشی» به اين صورت درمی‌آید : 
۰ < ۲۵2 - + + و چ وه < 


صفحه ۱۷۳ و؛ همچنین صفحه ۱۸۷ را در جلد اول «ریاضیات محاسبه‌ای» 


ی 


2و۳ - او + "و + ان 
(و س تا اب لا اد ع) د 


۸۹ 


(۲2 - ۲۵2 - ۲۵ - ۲2۲ + "و۲ + 2()۲۸۲ + و + 0( -_ 
۲( )+ ۲( - )+( - ع)](ه + ون + )۲ - 
و عبارت اخیر به‌ازای همه مقدارهای مثبت ۰2 9 و 2 غیرمنفی است (به‌ازای 
2 << ا << ۰9 برابر صفر می‌شود). پس 
1/0 م < ۳22 - و + رو + 2 
علامت برابری برای حالت 6 < ۵ < 0 است. 


مقال ۴:: ثابت کند؛ برای عددهای حقیقی و مثبت ۰6 ۵ و :: هميشه 


داریم : 


0 0 6 ] 64۵ ع9 9اط4» 
< یس + یسم +یج) | ۷ 1 0 3 5 


حل. باتوجه به نابرابری کوشی برای سه مقدار مثبت داریم: 


پستد ز ت دب پخیس کر و 7 
۱ 0 


وفع دم و۱۵ حهبم ‏ مد اع 
که از ضرب آن‌ها در یکدیگر؛ به همان نابرابری مساله می‌رسیم. علامت 
برابری وفتی به‌دست می‌آید که داشته پاشیم : 


6 +0 06 6+ ۵ 


6 0 0 


از برابری دو کسر اول به‌دست می‌آید : 
0 - ۵/6 < (6 +4 0()۵ - ۵) جد آه +9 < 9اه + آه 


ن ۵ 


و یا سرانجام » < (6 +9 + 0()6 - 0). چون » + 9 + 6 نمی‌تواند برابر 
صفر باشد» پس ‏ < ». به همین ترتیب» از براببی ذو کسر آخر به‌دست 


/ 0 6 ود ۵ 641 
٩‏ جد | سب اب سنستت ]۱ 
اس + + بش ) | 1 ۳ 0 7 6 ۱ 


مثال ۵. ابت کنید. اگر سه مقدار متغیر مثبت» مجموع ابتی داشته 
باشند» حاصل‌ضرب آن‌ها وقتی به بیشترین مقدار خود می‌رسد که. این سه 
مقدار» با هم برابر باشند. 

حل. در این‌جا هم مثل حالت دو مقدار متغیر مثبت (مثال ۰)۳ نابرابری 
کوشی ما را به نتیجه می‌رساند. سه مقدار متغیر را 2 و لا و 2 و مجموع 
ثابت آن‌ها را » می‌گيريم. بنا به نابرابری کوشی داریم : 


۸« بط > موه ج 5 - لت > جوو 


می‌دانيم ؛ علامت برابری» در حالت 2 < 1 <- ,7 پیش می‌آید. نابرابری (#) 
۳ ۱ 


نشان می‌دهد: حاصل‌ضرب 7 و ۷ و ۰2 همیشه از س کمتر است و تنها 
ی 
در حالت 2 < لا < ۰2 برابر ست» یعنی بیشترین مقدار ممکن خود می‌شود. 
ج) ۴ < . باید برای مقدارهای مثبت ۰6 ۰۵ » و ۰0 ابت کنيم : 


0 < خخخ ای 


سمت چپ نابرابری را باتوجه به نابرابری کوشی دربار ۲ < 1 تبدیل 


فزگانیم. 


۳ 
۹ ۲ ۳ 6 + 0 + 6 
ت ۲ 5 ۴ 


۹۱ 


۵ << ۱/۰۹/۵۰۸۵ < 
مثال ۶ ثابت کنید» برای هر | << ۲ همشه داریم : 


۱ - ۵۰/2 4 (۱ - ۰/2 + ۱ + 2 )2 
ی سس 
ست. ۲ ۳ 


حل. سمت چپ نابرابری را تبدیل و از نابرابری کوشی در حالت ۲ < ۲ 
استشاده می‌کنيم : 


مثال 3 ابت کنمكد ؛ اگر مجموع چهار متغیر مثبت ؛ مقدار ثابتی باشد» 
حاصل‌ضرب آن‌ها وفتی به بشترین مقدار خود می‌رسد که ؛ این متغیرها با 
هم برابر باشند. 

راه‌حل شبیه حالت‌های دو و سه متغیر است. به طور کلی. این فضیه 
در ریاضیات ثابت می‌شود: 
آن‌ها؛ وقتی بیشترین مقدار را دارد که» این متغیرها با هم برابر باشند. 


۲ 


8 علامت عبارت‌های 0+ ۵2 و 6 + :02 + 
به‌ازای مقدارهای حقیقی "1 
۱ علامت عبارت ‏ + 0. عبارت ۵ + 62 را (1 می‌نامیم : 


| +ع) هه +عه - و 


: 7 ۳ ۳ 
روشن است : اگر مه > 2و ال‌وفت ۰ > + و 
0 ۹ 
اگر <- < , آنوقت » < 2 + نو 
0 ‌ 7 
گر ایو آذونت ه سل 
و اگر - 4 ال‌وفت ات 


علامت 1 (وقتی 4 پهجز 2 + 2 به علامت 6 (یعنی 
ضربب 2( هم ۷ دارد. باته جه به آن جه گفتیم می‌توان » برای علامت 
0 + 02 < 1 باتوجه به اين‌که -_  -<‏ ريشه دوجمله‌ای ۵ + ۸7 است؛ 
این‌طور نتیجه گرفت : 

۱) وقتی به‌جای ۰2 عددی کوچکتر از ريشه قرار دهیم» حاصل 0 + :0 
علامتی مخالف علامت ضریب 7 (یعنی 6) بیدا می‌کند ؛ 

۳ وقتی به‌جای :2» عددی بزرگتر از ريشه قرار دهیم؛ حاصل 6 + 02 
علامتی موافق علامت ضریب ‏ (0) پیدا می‌کند؛ 

۳ وقتی به‌جای :۰2 عددی برابر ريشه قرار دهیم؛ حاصل 0 + 62 برابر 
صفر می‌شود. 

این نتیجه‌گیری را می‌توان به‌صورت یک جدول بیان کرد: 

/ 


نج + ۱ 
مخالف علامت ۵ | + 2 < ۷ 


٩۳ 


توجه کنید : در جدول» در سطر برابر ۰2 در آغاز 00- و در پایان 00+ 
گذاشته‌ايم. این نمادها؛ مشخص می‌کنند که» مقدارهای "را» صعودی» یعنی 
از تم به زیاد در نظر گرفته‌ایم : در سمت جب شب عددهای کو جکتر از 
۵ 1 : / و هت 1 
ان و در سمت راست 9 عددهای بزرگتر از ال فرار دارنك. 

مثال ۰۸ علامت عبارت ۲ + 2- < ( را؛ هم در یک جدول و هم 
روی نمودار نشان دهید. 
حل. در شکل ۸ جدول علامت‌ها و نمودار خط راست ۲ + 2- < / 


داده شتله. اننست. 


جدول علامت‌ها و نمودار ۲۴ + - < ۱ 


خط راست ۲ + 2- < 1» در نقطه ۲ < 7 محور 2 2 را فطع می‌کند؛ 


یعنی‌به‌ازای ۳ رل داریم 0 <- 1 سا ۳ ت-- ا- همچتس » ری نمودار دیده 
می‌شود که؛ برای ۲ > 2 مقدار ۷ مثبت و برای ۲ < :۰2 مقدار ۷ منفی 
است. 
۱ ۲ ۱ ۱ 

دارد؟ 

حل. چون صورت کسر عددی مثبت است؛ علامت مقدار کسر؛ همان 
علامت مقدار محرح کسر ایت. بنایراین» مثل این است که علامت عبارت 
۵ + ۲۵ را تعیین می‌کنيم. البته در این‌جا باید دقت کرد که کسر به‌ازای 


ِ- و رز (عددی که مخرج را صفر می‌کند) معنا ندارد. جدول علامت کسر 


۹۴ 


به‌ازای مقدارهای مختلف ۰3 چنین است : 


۱ ۵ ی شا ان : 
در جدول» زیر عدد ت-۰ یک خط کوتاه کشیده‌ايم تا بخش مقدارهای منفی 
را از بخ؛ مقدار مشت ان جدا کند و در ضم : نشان دهد» کسر ۰۷ 


به‌ازا ۰ 27 کت 


۹ 
مثال ۵ کسر 5 لا را» به‌ازای مقدارهای مختلف تعیین 


۴- آ 
حل. در آغاز کسر را طوری تبدیل می‌کنیم که در و رت ۴ محرح آن 
با ضرب عبارت‌هایی درجه اول سروکار داشته باشیم : 


بر تهازای سح او ۱ اه برایر ضفر اه شوداو نهازای ۲ ند بر 
۴ .7 س‌ معی اسست. می‌دانیم ؛ وفتی تنها با صرب یا سیم دربارة 
حند عدد سروکار داشته باشیم ؛ ۳ تعداد عددهای منقفی روح باشد ‏ حاصل 
مثبت و اگر تعداد عددهای منفی فرد باشد؛ حاصل منفی می‌شود. جدولی 
رسم می‌کنيم ؛ عددهای ۲ | سب ۱ ۴ ۱1 (ریشه‌های صو رت ِ ریشه‌های 
مخرج) را» در سطری که مقدارهای ‏ را می‌دهد به‌ترتیب صعودی (یعنی از 
کم به زیاد) می‌بویسیم ؛ سس ) در چهار سطر پشت سر هم علامت هریک 


۵ ۵ 


می‌کنيم. حاصل‌ضرب این علامت‌ها؛ علامت کسر ‏ را به ما می‌دهد : 


سل هب مج | ب ها 
اد ۱ لب 
۱00 ۱ سا 


۰۷| | ند - ا ید | اس /۱ 


مقدار کسر ‏ به‌ازای مقدارهای اب > و و ا به ۵ > ا- و ۲ هر 1 
منفی» به‌اژای مقدارهای ۱-- > 2 > ۲- و ۲ > 2 > ۱ مثبت؛ به‌ازای 
ات و و ۱ < 2 صفر و به‌ازای ۲ - << 2 و ۲ < 5 بی‌معنی است. 

۲. علامت عبارت 6 + 2 + ۵2۲. بیش از اين دیده‌ايم که می‌توان 
سه‌جمله‌ای درجه دوم را؛ به این صورت تبدیل کرد: 


۲ ۲ 
۴0 
)۱( تس +ع| و << + 02 + هه ع< (2) 
۴7 0 


علامت سه‌جمله‌ای را؛ به‌ازای مقدارهای مختلف ؛ در سه حالت دنبال 


0۷ - ان < ۸. در این حالت ۰ < ۴۵۸6-6۲ و مقدار 
داخل کروشه: به‌ازای هر مقدار حقیقی * مثبت است. بنابراین» علامت 
سه‌خجمله‌ای (2) به‌ازای هر 8 ع # همان علامت 6 است. 

۷۲ < ۴۵6 - آم < ۸. در این حالت؛ (25) به‌صورت 


۰ 
اج +ع)ه ده + هط + امه - («)] 


۶ 


درمی‌آید که» باز هم به‌ازای هر 18 ع ۰7 به‌جز ِ-_ ۰5 همان علامت 


4 را بیدا می‌کند؛ به‌ازای ِِ_ 7 سه‌جمله‌ای برابر صفر می‌شود : 
۳( 0 < ۳6,6 مس 7 ت ند دز این حالت؛ مقدار داخل کروسه تحر یه 
می‌شود و به‌دست می‌آید : 


نی ۷ - و - گت ۱ ۳۳ 
ی نی 1 چاه ند و < ( )۲ 


و یا به‌صو رت ساده‌تر ) اگر دو ريشة معادله ر ۱ ملد ۴ ۲ پنامیم : 
(۲( («2 - 2۱()۵ - ۵2 <ع + 0 + وه < ۹۳ 


از برابری (۲) روشن است که اگر به‌جای :2 عددی قرار دهیم که از هر 
و شاه و 2 بسزرکتر, با از .هن دو ريشه ۱ و 2۲ کوجکتر باشد؛ 
حاصل‌ضرب (به - 2) (به - 2) مت و باز هم سه‌جمله‌ای (8)] 
همان علامتی را بیدا می‌کنید که ۵ دارد. ولی اگر به‌جای 2 عددی بگذاریم 
که بین دو ريشه» یعنی از یکی بزرگتر و از دیگری کوچکتر باشد آنوقت 
حاصل‌ضرب ۱ - 2 در ۲ -- ۰2 عددی منفی و علامت سه‌جمله‌ای» 
مخالف علامت ‏ می‌شود. 

از این بحث. به این نتیجه می‌رسیم که : 

علامت سه‌حمله‌ای در جه دوم » + 0 + 027 به‌ازای هر مقدار حقیقفی 
7 هميشه همان علامت » است مگر وفتی که این سه‌جمله‌ای دو ریشه 
حقیقی داشته باشد و عددی که به‌جای * می‌گذاريم» بین دو ريشه واقع باشد. 

روشن است که به‌ازای ريشه معادله حاصل سه‌جمله‌ای برابر صفر 


می شود . 


ٍ 


:٩ شکل‎ 


جدول و نمودار ۴2 + ۲۲ << لا: برای تعیین علامت آن. 


مثال ۰۱۱ حاصل عددی عبارت ۵ 1 ۲۲ - لا را به‌ازای 
مقدارهای مختلف :۰2 هم به یاری جدول و هم به یاری نمودار معین کنید. 

حل. عبارت درجه دوم ۴۵ + ۲۲ -) دو ريشه حفیقی دارد: ۰ و ۲. 
یعنی مقدار ل به‌ازای ۰ < 2 و ۲ < « برابر صفر است. اگر به‌جای 2 
عددی کوچکتر از » یا بزرگتر از ۲ فرار دهیم (مقدار 2 در بیرون ریشه‌ها 
باشد)» علامت » منفی (موافق علامت ۲- < ۵) و اگر به‌جای ۰2 عددی 
بین ۰ و ۲ قرار دهیم (2 بین دو ريشه باشد) علامت ۰۷ مثبت (مخالف 
علامت 0) می‌شود. اين وضع در شکل ۰٩‏ هم با جدول و هم با نمودار 
نشال داده شده است. 


مثال ۲ این نامعادله را حل کنید: 


۱ ۱ 


سات 


۱ سییر 
)1 ۱ سس بر ۲ دب نز 


تچ 


بیدا کردن مجموعه جواب در نامعادله‌ها این است که همه جمله‌ها را به سمت 


چپ نامعادله منتقل کنیم. در این صورت ۰ حل نامعادله منیجر به بیدا کردن 


۹۸ 


علامت یک عبارت می‌ سود . برای نامعادلة (۱) به‌تر نیس داریم : 


۰ ۱ ۱ ِِ 
سنج و یی وب 
(۱ - ۲()2 + ) - (۲ - ۲()۵ + ۵) + (۲ - ۱()۵ - 2) 

ام ام 0 ِ ده ۱ 

۰ (۲ - ۱()2 - ۲()2 + 2) 
۴ - و 


یه کاس ی 
۳ (۲ 4 ۳۸ - ۲()۵۲ + ) 


روشن است که ۲ < ۰2 ۱ ع< 2 و ۲- ع< 7 (مخرج کسر نمی‌تواند برابر 
صفر شود). صورت و محرح کسر. شامل عبارت‌های درجه اول و درجه دوع 
است که می‌توانيم علامت هرکدام از آن‌ها را پیدا کنیم. در یک جدول» علامت 
هر عبارت و؛ سپس؛ علامت کسر را معین می‌کنيم. در سطر مقدارهای :2 
ریشه‌های عبارت‌های صورت و مخرج را؛ به‌ترتیب صعودی نوشته‌ايم. 


مود ۲ 1 ۱ ۵ تم | 


سا شتا قح 3 0 قا کل تسا 
اه سا سس 9-1 
+ ۳۹۳۹ ۳ ۲ + ۲۵ 


2 -- او 
۴ ۳ 3 ۱ سیر 


حدول نشان می‌دهد که مقدار کسر؛ در کجاها مشت با صفر است: 
که بو اه ۸ له بچ 3 عم 
مثال ۱۳. ابت کنید. به‌ازای مقدارهای حقیقی 6 و 6 و ۰5 عبارت 


در حه دوم 
و اوق آي 3 بلاق و ی 


نمی‌تواند منفی شود. در چه حالتی؛ این عبارت برابر صفر می‌شود؟ 


۹۹ 


حل. مبین عبارت درجه دوم مفروض را محاسبه می‌کنيم : 


۳( - ۳)۵- < (ه - + ۴)۵۲ - (9 +۵) <- ۸ 


مبین به‌ازای ۵ < 4 برابر صفر و برای ۵ ع< ۵ منفی است. در حالت 
0 << ۰06 عبارت درجه دوم ريشه مضاعفی برابر » - 1 دارد» بعنی به‌ازای 
ان مقدار 2 برابر صفر و به‌ازای سایر مقدارهای 2 مقداری مثبت می‌شود 
(در حالت » < ۰۸ علامت سه‌جمله‌ای درجه دوم؛ همان علامت ضریب 
3 است) و در حالت 6 < ۰۵ عبارت درجه دوم به‌ازای هر 8 ع 5 
مقداری مثبت می‌شود (در حالت » > ۵ علامت سه‌جمله‌ای درجه دوم 
به‌ازای .هر مقدار حقیقی مجهول» همان علامت ضریب "7 است). به این 
ترتیب؛ عبارت درجه دوم مفروض به‌ازای ۵ < 4  <‏ برابر صفر و به‌ازای 
سایر مقدارهای ۰2 مقداری مثبت است و هرگز نمی‌تواند برابر مقداری منفی 


سب ۵ . 


۹ معیارهای حقیقی بودن ریشه‌های یک عبارت 
در جچه درم 
عبارت دذرچه دوم را در حالت کلی در نظر می‌گیریم : 


» + هط + وه < (۲)2 


(2)/ با چه معیاری ریشه‌های حقیقی دارد؟ برخی از اين معیارها را در 
این‌جا می‌آوريم. 

۱ ساده‌ترین شرط؛ برای حقیقی بودن ریشه‌ها» منفی نبودن مبین 
سه‌جمله‌ای است : ۰ <۴۵6 - و < ۸. 


وه ۱ 


این شرط؛ برای حقیقی بودن ریشه‌ها؛ لازم و کافی است؛ یعنی برای 
این که ریشه‌های عبارت درجه دوم حقیقی باشند» منفی نبودن مبین لازم است ؛ 
درضمن, برای حقیقی بودن ریشه‌ها کافی است مبین منفی نباشد و به‌جز 
این شرط. به شرط دیگری نیاز نداریم. 

<2 ۰۸2 شرط لازم ۲ کافی» برای حقیقی بودث . ریشه‌های یک عبارت 
درجه دوم تفت 

۲ ۰ > 66. روشن است؛ اگر حاصل‌ضرب » و 6 منفی باشد (یعنی 
» و ۰6 علامت‌های متفاوتی داشته باشند) و يا اگر » برابر صفر باشد 
(» مخالف صفر است؛ زیرا با صفر شدن ۰6 عبارت درجه دوم نخواهیم 
داشت)؛ عبارت 6 - آ پعنی مبین سه‌حمله‌ای» مشست می‌شود و 
درنشجه» ریشه‌های سه‌جمله‌ای عددهایی حقیقی خواهند بود. 

شرط ۰ > ۰00 برای حقیقی بودن ریشه‌های سه‌جمله‌ای درجه دوم 
کافی است ولی لازم نیست. یعنی کافی است » و 6 علامت‌های مختلف 
داشته باشند يا » برابر صفر باشد» تا مطمثن شیم سه‌جمله‌ای درجه دوم 
ریشه‌های حقیقی دارد. ولی اگر » < 06 (یعنی ۵ و 6 هم‌علامت باشند) 
ممکن است ریشه‌ها حقیقی باشند یا موهومی. اگر ۵ و » هم‌علامت باشند» 
نمی‌توان در حقیقی بودن يا حفیقی نبودن ریشه‌ها داوری کرد. 

چون شرط ۰ > ۰06 شرطی بیشتر از حد لزوم است» ویژگی دیگری را 
هم در سه‌جمله‌ای روشن می‌کند : اگر » < ۰66 یکی از ریشه‌ها برابر صفر 
است (جرا؟) ؛ 

و اگر ۰ > 06 آنوقت دو ريش حقیقی» علامت‌های متفاوتی دارند 
(زیرا - که معرف حاصل‌ضرب دو ريشه است» عددی منفی می‌شود). 


۳ ۰ > (60)» (۵ عددی حقبقی و دلخواه). می‌دانیم ؛ اگر 


۱ ۵ ! 


سه‌جمله‌ای درجه دوم ریشه‌های حقیفی نداسته باشد) هر عدد دلخواه حقیقی 
را به‌جای 2 بگذاريی حاصل سه‌جمله‌ای علامتی موافق علامت 6 بیدا 
می کند ؛ ا گر سه‌جمله‌ای ریشه‌های مر هر می داشته باشد » وفتی 0 ر به‌جای رل 
بگذاريم 10 همان علامت »6 را دارد و۰ بنابراین) 01)0 مست می‌سود. 

اگر » << (۸)6 آن وقت ۵ یکی از ریشه‌ها است؛ 

اگر » > (6) آنوقت سه‌جمله‌ای ریشه‌های حقیقی دارد و عدد 
0 بین دو ريشه وافم است (زیرا» اگر ۵ در بیرون دو ريشه باشد (6) 
با » هم‌علامت می‌شود). 

به این ترتیب» شرط ۰ > (۰0)0 شرط کافی ولی غیرلازم برای حقیقی 

۲ ۰ > (0(/)8)] (ه و ۰ عددهایی حقیقی و دلخواهند). در 
واقع» اگر داشته باشیم » < (0()/0)/» یکی از ریشه‌ها برابر ۵ یا براپر 
۸ است (و یا به احتمالی» یکی از ریشه‌ها :۵ و دیگری 7 است). 

در حالت ۰ > (0(/)80) باید () (8)] علامت‌های مختلفی 
داشته باشد» یعنی یکی از آن‌ها علامتی مخالف علامت 4 پیدا می‌کند و 


درنتیجه» سه‌جمله‌ای ریشه‌های حقیقی دارد. 


شرط ۰ > (0(/)8)/ هم. شرطی کافی و غیرلازم است؛ با این شرط 
دو بتیجه به دست می‌آید : او این‌که» سه‌جمله‌ای دو ريشه حقیقی دارد و 
دوع ؛ یکی از ریشه‌ها سن ۲ و 0 ۴۲ دیگری در بیرون لا ور 0 است. گر 
0 > ۵ و ۲ > ۱ باشد (5۱ و ۰3۲ ریشه‌های سه‌جمله‌ای‌اند)» آن‌وقت 


۲ > 8 > 2۱ > ۵ ویا 0 > ۲ > > 2۱. 


هخال ۰۱۳۴ 0 او 6 طول‌های سه ضلع یک مثلث‌اند. ثابت کنید» 


۱ ۳ 


معادلة درجه دوم 
9 م - و - و دوم د او(ع - 6 + 6) 


به‌ازای هر مقدار حقیقی :1» دو ریش حقیقی دارد که یکی از آن مثبت و 
دیگری منفی است. 
حل. می‌دانیم» در هر مثلث؛ مجموع طول‌های‌دوضلم. از طول ضلم 


سوم بزرگتر است. بتابراین 


و دی - اد و ددع < 6 +6 


و > م - وج مدرم دوه 


و از آن‌جا » > (ع - 0 -»)(0 -- + 6). یعنی ضریب "* با مقدار 
ثابت معادله علامت‌های مختلفی دارند و بنا به معیار ۲) : معادله دو ريش 
حقیقی و با علامت‌های مختلف دارد. 

مثال ۰۱۵ ثابت کنید» سه‌جمله‌ای درجه دوم 


[ (ظ2)‎ < )2 -6()5-6( ٩+ )5-0()-6( 4+) -0()5-6( )۱( 


به‌اژای هر مقدار حقیقی » و و ۰ همیشه دارای دو ريشه حقیقی است. 


این ریشه‌ها؛ در چه محدوده‌ای فرار دارند! 


حل: تدونل اپن که به کلی بودن مساله لطمه‌ای وارد شود می‌توال فرضص 
کرد : 6 > ۲ > ۵ (در حالت برابر بودن دو عدد یا هر سه عدد 6 و 0 و ۰6 


حقیقی بودل ریشه‌ها روسن تیه آزمایش ۶ در این صو رت داریم : 


)0( < )- 0() - 6( > 


۱ ۳ 


(بنا په شرط ۵ از » بزرگتر و از » کوچکتر است). عبارت (۱)؛ درجه دوم 
است و جملهٌ درجه دوم آن ذایز ۲۵۲ استه یعتی فبریت. ۲ ۵ میت است: 
(8) منفی و ضریب "7 مثبت است» یعنی معادله دو ريشه حقیقی دارد که؛ 
درضمن؛ یکی از ریشه‌ها از 6 کوچکتر و دیگری از 6 بزرگتر است. 
می‌توانستيم (0([)0)] يا (0([)6) را به‌دست بیاوريم. مثلا 


< [(» - ۵)(» - 0)] ۰ [(» - »)(0 - »] < (0([)۵)[ 
» > (0 - )(6 - )۱( )ات 


یعنی سه‌جمله‌ای درجه دوم (1)2 دو ريشه حقیقی دارد؛ یکی از دو عدد 6 
فان فو له وردیگزی برکا:در ریگه است: با سانبه (۶)0[/12 
هم به این نتیجه می‌رسیم که از 6 و 6 یکی بین دو ريشه و دیگری بیرون 
دو ريشه است. با جمع‌بندی دو نتیجه» به‌دست می‌آید : 


06 > ۲۱ >] > 2۷ > 6 


یکی از ریشه‌های بين 6 و 6 و دیگری بین 0 و 6 است. 


۷۲ ۰ 0 و » عددهایی مثبت‌اند. ثابت کنید: 
1/ 
7 
م ۳ ترازویی دوکفه‌ای در اختار داریم که در آن» طول دو بازوی 


6 و 
۳ ح - + - د 
#2 


شاهین با هم برابر نیستند» یعنی ترازوی ما وزن را با دقت معین نمی‌کند. 
نصف کالایی را در یک کفه و نصف دوم را در کفهٌ دیگر وزن کرده‌ايم. آیا 


به این ترتیب توانسته‌ایم وزن درست کالا را به‌دست آوریم؟ 


«۹ 


۴ و 7 و 2 عددهایی مثبت‌اند و می‌دانیم ۷ خ تاه بانتة کنیا 
۸ (۱+ ۱()2 + ۱()۷ + 2) 
۰۶۵ ۰6۱ ۲ و 0۳ عددهایی مشت‌اند و مجموعی برابر ۲ دارند. ثایت 


۱/۱۵۲ 1 ۰/۵۲۵۳ + ۱/۵۳۵۱ > 


۶ طول‌های ضلم‌های یک مثلث برابرند با ۵؛ ۵ و ». ثابت کنید 


(۵ - +ع)(0 -0 +0()0 -0 + 6) < 96اه 


۷ درستی این نابرابری را ثابت کنید. 


+۸ نابرابری کوشی را؛ برای ۶ عدد مثبت و» سپس به کمک آن؛ 


برای ۵ عدد مثبت ثابت کنید. 
98 ثابت کنید» برای دو عدد مثبت 6 و ۰6 همیشه داریم : 


۱ 
سم 2 ۷۵ 2 9 


0 6 
۷ از بین همه مستطیل‌های با محیط برابر ۳7 مساحت کدام مستطیل 


از همه بیشتر است؟ 
۷۱ ورقهٌ آهن سل ی شکلی با ضلع یه طول در اخشبار داریم. 
از چهار گوشة مربع» مربع‌های کوچکی با ضلع به طول ‏ جدا کرده‌ايم 


۱ ۵ ۵ 


و» سپس از شکل بافی‌مانده. یک جعبهٌ به شکل مکعب مستطیل روباز 
ساخته‌ايم. 2 را چقدر بگیریم تا حجم جعبه‌ای که به دست می‌آید» بیشترین 
مقدار ممکن باشد؟ 

۶ می‌خواهيم در کره‌ای به شعاع برابر ۰10 مخروطی محاط کنیم 
(راس مخروط محاطی روی سطح کره قرار می‌گیرد و محیط دايرةٌ قاعدد 
مخروط؛ منطبق بر سطح کره است). ارتفاع مخروط را چگونه انتخاب کنیم 


تا حجم مخروط. بیشترین مقدار ممکن باشد؟ 
۵ + وی ۴ - ۶ آومم 


بیدا کنید. 


۴ هریک از این نامعادله‌ها را حل کنید: 
سح (۲ +2۳۵ - ۲۱۳ ‌ ۱ 
۱ ۱ ۰ ۵ ۱ بت ۴ 
(ه > (۱ + ۴2()9۲ --۴(/۱ ۲2۱ +۱۱ < ۵2 ۳ (۳ 


سس هه 


۷۵ به‌اژای حه مقداری از ۰۲۰ معادله درجه دوم دو ريشه حقیقی و 


نابرابر دارد. 


< ۱ + مور + ۱(۵ +4 ۲(۰) - ۱۱ 


۲( ) - ۱(2۲ + ۲۵۵ +0 ٩+ ۱ < به‎ 


به جح | - و + ۳(2 + ۲(۲) -- ۲ 2 ۳۱ 
ره حح< ۱ و لد ۱۲ - ۲۲۰ ) ۵ 


۶۱ و د و - آ‎ + ۱  » 


۱ 
ا) 
۱ 
د ۱ زو ورزر - او (۴ 
۱ 
۱ 
۱ 


< (۱ + ۲()2 - ») + (۱ + 0()6:- 2) + (۲ - ت)(7- 2) (۷ 


و۱ 


۹ مقدار 2 را بیدا کنید؛ به‌نتحوی که هریک از این نابرابری‌ها برفرار 
باشند : 


,(۷ + ۲()2 - ») < (۱ -۱()۵ + ۲()۲۵ ره < (۲ - )(۱ - ت) (۱ 


۵ م د _. ۱ 
1۳ 3 7 بکسس > 1 #(۲ 


*. این معادله‌ها را حل کنید : 


و انا اد وا هد وم تن 


ب۵ 4 6 64 < تس ۳۳۳ 
4 و ف د 6 ۴ 6 + 6 


۱ 


ث۷#. این دستگاه‌های جهار معادله جهارمجهولی را حل کسل : 


۱ ۱ ۱ 
0 7 ۱2 
و ۲ ۰ ۵ 2 + بو 4 و 
۱ 
۳ 0 با + 1 1 7 (۱) 
و نع ها + 741 
یبجر 
8 << + 
9 هه 1 


۷۹. می‌دانيم ۵ از > 6. لانت کنید این معادله درجه دوم 


به‌ازای هر مقدار حقیقی ۸ همواره دو ريشهة حقیقی دارد : 
9 < (0 - 0()9 - ۸/6 +4 (0 - ت0()9 - 8 ) 


۱ ۷ 


#۹ می‌دانیم 0۱ + )۲ ۳۲ تابث کنید) خر یکی از ین 


دو معادله» ریشه‌های حقیقی دارد: 
> ,و + رم + او ره < و + وم + 2 


۱ ابت کنید» عددهای حقیفی ۰6 ۵ و ۰6 هرچه باشند» این معادله؛ 
همواره دو ريشه حقیقی دارد : 


ه < (6 - 0()8 - 65 + (6 - 0()2 - )۵ + (0 - 9()2 - )6 


۲ به شرط م < 2 + ۷ + ۰7 ثابت کنید : 


۱ 

مخ تراد ادن 
۳ 
۸۳ ریشه‌های معادله ه - 6 4 02 + 2۲ را 0۱ و 21۲ می‌ناميم. اگر 


فرض کنیم 2 + 27 << 6 مطلوب است محاسبه 


,5۴ (۶ ۳سا (۵ و5۳ (۳ 9-۲۶ (۳ 0۲ (۲ سل ۱۱ 
5 (۱۱ ,5 (۱۰ ریگ( میگ( رک (۷ 


1 9: 


ِ 
۲ 
» < ,و + هر + "۵ ره و + هم + 2 (۱ 
و د ی د ال + آو اه س ع +4 0 02 (۲ 
به > (۲ ٩+‏ ۲) - ۵+ ۲۵۲ (۳ 


۲۲۵ - )0 + ۵(۵ + ۵ - 7 < » 


۱ ۵ ۸ 


۵ هریک از این دستگاه‌ها را حل کنید : 


2 - ۵ < (2 +( 1 )2 "۵ 2 (2 + ( + )2 
و 8 (2 + + 1/8۸ ٩‏ (۲ و 9 < (2 +۵۸ 4 (۱ 
-6 2 (2 +۷ + 2127 > (2 + ۷ + )2 
‌ برع (9 
پر + 2 << ۱ 
۱ ۴۱ مس 1 
وه + هو ره 9 لا که و( ) 
لا ح< رل 


۶ می‌دانيم : 606 < 2192 و 

ع (ده) او رو< (2 + ره < (2 +4 )۱ 
حته رابطه‌ای بسن 00 و » وجود دارد؟ 

#۷ برای هریک از این معادله‌ها؛ سرط وحود جواب‌های حشیقی و بیدا 
کنید: 

6 << 7 6۵009 + 2 ۵1۴ (۲* به << ۲ ام ۵ + 2 ها ۵ (۱ 

۸ این معادله درجه دوم داده شده است : 


ه د ۲ - ۱ 4 و۳ - نو( ۱ سب 77 ) 


۱) جرا این معادله به‌ازای هر مقدار حقیقی ۰۲7 دو ريشهٌ حقیقی دارد؟ 

۲ 7 را طوری پیدا کنید که مجموع دو ريش اين معادله» از 
حاصل ضرب آن‌ها کمتر باشد. 

۳) آیا ممکن است؛ در اپن معادله نتنآ مجذورهای دو ریشه از 
مجموع عکس‌های دو ريشه. کوچکتر باشد؟ 


۱ ۹ 


۶ الف) به‌ازای جه مقدارهایی از 477 یکی از ریشه‌های معادله 


ره سر 


() ه ع< ور + ۱(2 +4 7) - ۲(۵۲ + ) 


از ۱ کوچکتر و دیگری از ۱ بزرگتر است؟ 


ب) به‌ازای چه مقدارهایی از ۰77 یکی از ریشه‌های معادله (*) بین ۱ 


و ۲ و دیگری بزرگتر از ۲ است؟ 
۰ این نامعادله‌ها را حل کنید: 


۱ ۱ ۱۳۹ 


/ 


تک 


بل ح< ب) 


۱٩ و‎ 


سرد ب 
۲ 2 ۲ + 3 


۶8 یاداوری 
در این بند» کوناه شده بخش ۲ از جلد دوم اریاضیات محاسبه‌ای» (صفحه‌های 
۲ تا ۹( ر آورده‌ایم. سفارش می‌کنيم ) بخسی ۴ که نام بردیم» دار حلل 

7 در مار کمان‌های دایره را ببشتر با واحد رادیان بان هی کننل . 
یک رادیان» کمانی از دایره است که طول آن برابر با طول شعاع همان دایره 
باشد. بنابراین) محبط دایره ) که نو ای و ۳ در سحه با و و۴ گراد اسیت برابر 
با ۲۲ رادیان (اندکی کمتر از ۳ ۶۸ رادیان) می‌شود. هرگاه» کمان با زاویه را 
با واحد درجه یا گراد بیان کنیم؛ باید نام واحد را بياوريم : کمان ۳۰ درجه 
زاو ۷۲۴ گراد؛ کمان 7 درجه. ... درجه را با نماد » و گراد را با نماد 0 
نشان می‌دهند : 

۳ 


ولی هرگاه کمان یا زاویه برحسب واحد رادیان آمده باشد لازم نیست نام 


ی صن فد شم ج ۲ ۱ 1 
واحد را پياوريم: کمان ۳ یعنی بب رادیان زاویه م یعنی زاویه‌ای برابر ‏ 


۱۱ 


رادیان» درضمن 


۰ ۷ ۷ 22 ۱ رادیان 


(رادیان) ۰۱۷۴۵۳ /۰ یتح ۱ درجه 


۲ آغاز کمان‌ها را» در دايرة مثلثاتی» می‌توان در هر نقطه‌ای از محیط 
دایره در نظر گرفت. ولی در صورتی که ضرورت؛ وضع دیگری را به ما 
تحمیل نکند» معمول است که؛ آغاز کمان‌ها را در نقطة سمت راست قطر 
افقی می‌گیرند. 

در دايرهة و یت دایره را واحد وکین به حساب می‌آورند. 
وقتی مگوفیم ج «(ه یعنی سینوس کمان < زادناق (که سنا ۳۰ 
درجه است)؛ با نصف طول شعاع دایره‌ای که سینوس را روی آن 
نشان داده‌ایم.به همین مناسبت» بهتر است کمان‌ها برحسب رادیان بیان شوند 
تا واحد کمان هم پرابر با طول شعاع دایره باشد. 

جهت حرکت در روی محیط دایر؛ مثلثاتی» در جهت عکس حرکت 
عقربه‌های ساعت است. وقتی می‌گوييم کمان ۰۸/۷ منظور کمانی است که 
آغاز آن نقطهٌ ۸ و بایان آن نقطهٌ ۸ است. بنابراین بی‌نهایت کمان ۸۸ 
به‌دست می‌آید. اگر کوچکترین این کمان‌ها را ۵ بنامیم کمان‌های ۵ 1 ۲7 
به 4 ۴7 ...0۰ + ۲۸۲ ( 2 ) هم با شان داده می‌شوند. 

قطری که از آغاز کمان‌ها می‌گذرد؛ همراه با قطر عمود بر آن دايرة 
مثلئاتی را به چهار بخش پرابر تفسیم می‌کنند که (اگر از آغاز کمان‌ها و در 
جهت مثلثاتی حرکت کنیم)» آن‌ها را به‌ترتیب یک‌چهارم اول» یک‌چهارم دوم 
یک‌چهارم سوم و یک‌چهارم چهارم (یا ربع اول» ربع دوم ربع سوم» ربع 
چهارم) نام نهاده‌اند. 


۱۱ 


۳ اگر کمان ۸۸ را در نظر بگیریم (۰۷ نقطهٌ بایان کمان است)؛ 
ان‌وقت 

الف) وقتی نقطه ۷ در رب اول با دوم باشد» سینوس ۸/۷ مثبت و 
وقتی در ربع سوم یا چهارم باشد» سینوس آن منفی است. عادت شده است 
که» به صورتی کوتاه می‌گویند : یمن دز ریم اول و دوم مثبت و در ربع 
سوم و چهارم منفی است. 

ب) کسینوس در ربع‌های اول و چهارم مثبت و در ربع‌های دوم و سوم 

ج) تانژانت و کتانژانت در ریع‌های اول و سوم مثبت و در ربع‌های دوم 
و چهارم منفی‌اند. تانانت در نقطه‌های 1 ۲ نت و کتانالت در نقطه‌های 
» و 7۲ معنی ندارند. 

تنژانت یا کتنژانت یک کمان؛ می‌تواند برابر هر عدد حقیقی باشد؛ ولی 


مقدارهای سینوس و کسپنوس یک کمان نمی‌تواند از ۱ بیشتر یا از 7-۱ کمتر 
پاسل : 


۵90 ۱ > 2 هلو | بط ع تام بط ع ۶ ۲27 


۴ اگر کمانی نامنفی باشد و از > ٩۰(‏ درجه) تجاوز نکند» با بزرگتر 
شدن کمان سینوس و تانژانت آن بزرگتر» ولی کسینوس و کتانژانت آن 
کوچکتر می‌شوند. رابطةٌ بین کمان را با خطهای مثلثاتی» وقتی انتهای کمان 
بتواند روی محیط دایره و در جهت مثلثاتی حرکت کند» در جدول ۱ می‌بینید. 
3 

۷1 


۳ ۲ ل ی 9 3 


۵ # | ۰۶ م 7 | ج روا 
8 - تسه ۳۳ 
مج + 2 ۵ ۳ 
پا ی 0 مج 
جدول ۱ ن | هه ۱ 


می‌گویند: سینوس در ربع اول و چهارم صعودی و در ریع‌های دوم و سوم 
نزولی است؛ کسینوس در ریع‌های اول و دوم نزولی و در ربع‌های سوم 
و چهارم صعودی است؛ تانزژانت همواره صعودی و کتانزانت همواره نزولی 
است. 

۵ مقذاوهای شینوس». کسینوس» تائاانت و کناناانت برخی کمان‌های 
مثبت و حاده را» در جدول ۲ داده‌ايم. 


7 


ی هارٍِ هی ۳ 1 1 ید 0۸۰ ۱ 
لا ۱۲۳ : 
۲ ۷۴ ۰۷۲ ۱ ۷۶-۰۷۲ . ۲ 
۱ ۳ 3 از 1 و 
۲ - ۰۷/۶ ۱ ۷۲ ۰۷۳۴ ۰۲+ ۶ 
6 ۳ ۲ 22 ۲ 3 ۱ بل ونان 
۳ 
ب ۷۴۳ ا ۷/۳ _ ۷-۰۳ ۰ | 2 ۱28 
۵ بت ۷۲ ش ۱ 7۳ 7۳ ۲ ۳ ۳01 
جدول ۲ 


مثال ۰۱ مطلوب است محاسبهةٌ خطهای مثلثاتی ۶ (۲۲ درجه ۳۰ 


دقیقه) و (۶۷ درجه و ۳۰ دقیقه). 
حل. در مثلث قائم‌الزاويه ۰۸90 فرض می‌کنيم (شکل ۱۰) 


۳۴ 


0۸19 - ۲۲۳۳۰, 08۸4 ۶۷۲۳۰, ۱80۱۱ 


از نقطه ر)؛ روی ضلع ۰/۸ نفطهُ (] را طوری انتخاب می‌کنيم که 
داشته باشیم : 
۱0۱-۱ - ۱0۱ 


و از ۲ به ۸ وصل می‌کنيم. مثلث فائم‌الزاویه 10 متساوی‌الساقین 
است و بنابراین 
۲ « 0190 < 078 


و از آن‌جا ۲۲۸۵ < ۴۵۰ - ۶۷,۵۰ < 1219۸ یعنی 
2 < ۸۱ 
از مثلث فائم‌الزاويةٌ 1210 به‌دست می‌آید ۷۲ < |۰۱91 پس 


۲ + ۱ 2 |۱۸ ,۷۲ < |0۸ 
در مثلث فائم‌الزاویه ۸/0 داریم: 
۷۲ 2 ۸8۱ ج ۱08۲ + ۱۸0۱۲ ۸۱۲ 
اکنون در مثلث قائم‌الزاویه ۰۸0 خطهای مثلثاتی زاويةٌ ۸ (2) 1 


تین ۸۱ ۸ 
تال ۱/۲ 
#7 ۷/۷۷۲ +۲۲ / 


۱۱۵ 


۸ ۲۲۷ ۱ 
۱ + ۷/۲(۲)۲ - ۷۲( < + 


< ٩/۲ - ۰ 


ی 


7 
۵7 - 


۱ 
۰/۲ ۸ 
۱ 1 
۱ 2 م نامه 
پاسخ . برای زاویه‌های ۳۲ درحه و ۳۰ دفیقه و ۶۷ درحه و ۳ دفقه 


داریم : 


٩1۳ ۲۲۸۵۰ -< ۶۷و‎ ۵ 


۷۸۵ 2 ۲۲۸۵و 


:5 - 2۰۲ ۶۷۵۲ < ۲۲۸۵۲ هد 
۱( ۶۷۸۵ 0۲۲۸۵ 
ط را عددی درست (مشبت» منفی یا صفر) فرضص می‌کنيم ب( 2 ت /). 


در اپن حبو زاس : 
الف) اگر ۲/۲ به کمانی اضافه شود هیچ‌کدام از خط‌های مثلثاتی آن 


۵۶ 009 < (۵ + ۲۲ )وم ره لو ع (ه + ۲7 ) جزه 

۵ امه ع (ه + ۲۷۶۲)ام ره جع > (ه + ۲۵۸ )ها 
ب) اگر مضرب فردی از ۶ یعنی ۱(۲ + :/۲) به کمانی اضافه شوده 
تانزانت و کتانژانت آن تغییر نمی‌کند؛ ولی سینوس و کسینوس آن تغییر علامت 


۱۱۶ 


می‌دهد : 
به جح ع< له + ۱(۲ +۲) ]جع ره لو - عد یم + ۱(۲ + /910])۲ 
ج بستگی بین خط‌های مثلئاتی دو زاوية قرینه : 
و << (/0-)009 ,۵ 513 - ع< (0۷-- )۹111 
۵ 0 - < (/0-]600 ۵ ط۵ - عد (,0- )ها 


نتیجه. بستگی بین خطهای مثلثاتی دو کمان یا دو زاویه‌ای که مکمل 
یکدیگرند» بعنی کمان‌های ,۵ و :۵ - 7۲: 

0 511)7) بنابر ب) جون مضرب فردی از 7۲ به 0- اضافه 
شده است. برابر است با (/0-)9[0 - و چون, بنا بر ج) ع< (0-)512 
0 0 --۰ پس 

۵ ور < (۵ - 515]7 
به همین ترتیب ,0 605 - < (۵ - 609)7 و 0 20 - ع (به - 7)ججا 
د( برای دو زاویه يا دو کمان متمم یکدیگر ( که مجموعی برابر چ با و ۹ 


۳ ۵ 
در حصه دارند)» یعنی ۵ و ۵ - 7 داریم : 


7 ۱ 7 

5111 << ِ جیح 3 5 لا 5ان) << 1 ‌ ۳ 511 
7 7 

0 11810 < ۰ مس 3 با بب۵ 060 < 0 تِ 3 21 


۱ ی 
ه دو زاویه پا دو کمانی که تفاضلی برابر 1 دارند : 


تِِ«ِّ‌ . 
,0 510 - < ِ بد 3 وم ,6 605 د 0 سد ۳ 911 


۱۱۷ 


ِ ( 
0 81 س << ۰+ 0 ,6 60 - << ۰+ 20 
مثال ۲. مقدار هر خط مثلثاتی را بیدا کنید. 


۳۷۱۵ ۵0 (۳ ,"09۲۲۵ (۲ ,۱۳۵۰ زو (۱ 
۵۲ 09 ,۱۱۲۲۳۰۱ )510 (۵ ,"۱۰۵ امه (۴ 


حل. به‌ترتیب داریم : 


/ 
٩1۳ ۴۵‏ سس ( ۴۵۲ تک ۰۰ 1/6 ۱۳۸۵ 818 (۱ 


۳ 


۱ 


س د ۴۵۳ وم - < (۴۵۳ + 05)۱۸۰۳ -- ۲۲۵۲ 605 (۲ 
< (۴۵۲ - ۱۸۰۳ ۷ ۲)هه4 - "۳۱۵ 22؛ (۳ 
۰- < ۴۵۳ ۵8 - < (*۴۵-)20) < 
,۰ - ۷۳ < ۱۵۲ هه - < (۱۵ + 0۷/۹۰۳ < ۱۰۵۳ ام (۴ 
( ۲۲,۵۲ + ۰۳٩)جزه‏ < (۱۱۲۳۳۰)هذه (۵ 
ِپآِآ۷ ۲ 2 ۵ 608۲۲۸ -- 
< (۷۵۳ + ۳۶۰۳ 7 )65 << "608۱۱۵۵ (۶ 
(۷/۲ - 2/۶ ۷۵ 608 > 
۷ بستگی بین خط‌های مثلثاتی یک کمان. برای هر کمان 2 داریم : 


۶ 222۰0۶ ۱ < 2 آوی + 2 ۲ وزو 
7 605 2 1۳ ر 


وس << 1 60 وعتت 22 4 20 
7 811 0057 
: ۱ ۱ ۱ 
25 60 + ۱ ع اسن ر2 20 +۱ ع< سب 
1 511 2 605 
۱ 
<<« 008608 ٍ < ۲ 866 
7 5112 605 


۱۹۸ 


مثال ۳. :۵ کمانی است که انتهای آن در ربع چهارم دایرُ مثلثاتی است 
۷ دك 
و می‌دانيم ,7 2 ۲) انا سیئوس و انژانت کمان 0( را بیدا کنید. 
حل. وقتی انتهای کمانی در ربع چهارم دایرة مثلثاتی باشد» کسینوس آن 


مثبت» ولی سینوس و تانذانت آن منفی است. پس 


۳ بم-|-- 
1-7 ست < 6 ۳ 6 811 


517 ۵ ۷ 
605 ۵ / 19۲ ۳۵ ۷ 


مثال : می‌دانيم ۴ ۸ - ۲ 605 0 8[11, اگر زر ۷ زاوبه‌ای حاده ۳ 


7 
مثبت باشد» مقدار 2 27 را پیدا کنید. درضمن > > 5. 


حل. بهثر نیس دأریم : 


< ۱۸۴ < ه وم + 2 ورزو 
۵ 
ق ح< 7 ومع 2 911 ۲ بد و "ومع + 7 ۲ زو 
یش مه 
۸ 0 _" 


مجموع و حاصل‌ضرب 2 17 و 2 605 را در اختیار داریم : 


911 2 ۰ 608 ۲ 


۷ ان ۲ 
1303۲۰۳۳۵ ۷۵ 


بنابراین 2 91170 و نت 5دانا) ریشه‌های این معادله درجه دوم‌اند : 


ِ که 
۴ 


همواره 2 609 > 2 (511. ریشه‌های این معادله برابر 1 ۲ / است. بنابراین 


هس | ۴۳ 


۱ "1 
511 7 << -, 60857 < 
۸8 


۳ 


از آن‌چا د 


2 ۳ 


۵ . محاسبه خط‌های مثلثاتی 2/0 بر حسب خط‌های 
مثلثاتی :0 و / 


روشن است که (8 + 6)و با 0 510 + ۵ 513 فرق دارد. مثلا 


+۱ 
شش 


ی ۱ 
9۱0۶۰ 4 ۲۰ 510 1 ۶۰۰ 810 1 < ۲۰ 510 


5171۰ سس ۶۰ - ًَ91)۳۰ 


#۲« ۱ 
و ۱,۳۶ یم اد غر (. 


بنابراین» باید راهی را جست‌وجو کرد که به‌یاری آن بتوان با در دست 
داشتن مقدارهای سینوس و کسینوس 0 و مقدارهای سینوس و کسینوس 0 
مقدارهای سینوس و کسینوس 8 + ۵ و ۰-۵ را به‌دست آورد. اين رابطه‌ها 
را در هزار سال پیش ابوریحان بیرونی و ابوالوفای بورجانی پیدا کرده بودند. 
در دایر؛ مثلثاتی به مرکز 0 کمان ۸۷ را برابر ۵ و کمان 6۷ را 
به دنبال آن برابر ۸ جدا می‌کنيم (۵ و 8 را در شکل ۰۱۱ حاده گرفته‌ايم؛ 


و ۱۴۳ 


درضمن؛ در این شکل» تنها نیم دایرة بالا را رسم کرده‌ایم) . به سادگی و از 
روی شکل دیده می‌سود : 

0 518 < |۱۳۸۷ ره دی ع |۱0 ,ه وژه > (۸/۲ ۱۳۴ 

(۵6 + بم)صنو > |۱۵۸۷ ,8 وم < |01 
و1۷ حمید 1۳2 و بر 076 و سب و مب با برد کدی 
9 ۱ 
۱۵۸ ۰ ۵ وزه > ۱(]| چت ۳ 6 910 

ولی 8 605 < |(۰|01 بس 
)۱( 6 به 910 < |۳۲( 
در مثلث نائم‌الزاویه ۵ ۱ داریم : 


۷ 
۱۷۱ ۰ ۵ وی ع< ۲۱ ۱۸۷ چ- :6 005 
ولی ۵ طذو > |( ۰۱/۷ پس 
)۲( ۵ حلو به دم << ار ۱/۷ 


۱۳۱ 


توجه کنید ضلم‌های زاو (۷1/ 0 بر ضلع‌های زاویة ۸0/1 عمودند؛ 
بتابراین» این دو زاویه برابرند و به < 9 
اکنون؛ باتوجه به شکل ۱۱ و برابری‌های (۱) و (۲) می‌توان نوشت: 
|| + 6۱| ۱0۸۷۱ > (8 + ه)دذه 
0 10 6 609 + 0 605 :۵ 511 < اریز ۱۳۷ ۳۱ ح 


به این برابری جالب و مهم رسیدیم : 


2 


) + ۸ 


0 0 وم + 0 605 :۵ 518 < 


اگر در دو طرف این برابری (که یک اتحاد مثلثاتی است)» ۵ را به ۸ 


۸1 «وهعمی - ۵ ومع طنه ع (8 - ۵)جزو 
برای مخاسبة (0 سل 2:0( از سیئوس متمم آن استفاده می‌کنیم : 


2 1 3/ واه ٩‏ + بم) - 3 «نه < (8 + ه)دمه 


7 ۱ وا 
0 910 ‌ ِ 3« ]608 ِ سس 3 10[ ح- 


2 صلو و وزه ض 0 و ۵ 608 ح (0 + ب0 )و60 | 


و به‌این ترتیب 


)111( 


و با تبدیل 0 به ۸- در دو طرف برابری: 


2 وزه بم وزو + 0 وم بو وم عد (0 - 50 


۱۳ 


روشن اننت ) ۲ در دست داشتن (8 ساب )9113 و (0 سل 0510 می‌توان 
(0 + 120)6 را بیدا کرد: 


۵ص ومه + ۵6 ومه به طلو .۰ (8 + :۹18)0 از یه 


(8+ )05 
بهتر است (8 + ,0)ظ2 را برحسب ۵ ۵8 و ۸ 120 به‌دست آوریم. برای 
متظرن؛ با فرضی «#عممه ز ۰ 8ومه: سررت و سر گسر را 

بر 8 605 0 605 تقسیم می‌کنيم ؛ به‌دست می‌آید: 


0 «زو ۵ صلو > ۵8 وم بم دهع 


0 طع ۵ 20 -- ۱ (8 + ۱۵28/6 
و با تبدیل 8 به /- در دو طرف برابری : 


0 ۵-0 2 س نت 


0 20 ۵ 27 + ۱ 
برای (80 + 0۲/6 و (8 - ۰60/0 کافی است دستورهای (۷) و (۷) 
را معکوس کنیم. 


مثال ۵. اگر 2 و لا زاویه‌هایی حاده باشند و داشته باشیم: 


۱ ۱۳ 
- (ن - )۱۵0 و ۶ 2۳ 


مقدار 1 605 را بیدا کنید. 
حل. در دستور (۰)۷ به‌جای (۷ - 120/2 و 7 29 مقدارشان را 
قرار می‌دهیم. به‌ترتیب به‌دست می‌آید : 
۳ 


۳۳ ۵ ۲۲ ۱۲-۷ 


وه ۵۱۲ ۵۶ ۱ ۵۶ 
۱۷ + ۵ لامعا +۱ 


- 20 1 


۱۳۳ 


۰ 0 ۲۸۰ - ۶۷۲ - (ا وج ۳۹۶ + ۱۶۵ 
۳ ۰۷ ۵2 
ان وت 


اکنون» با در دست داشتن ۷ ۰1217 مقدار 1 005 قابل محاسبه است : 


۱ ۱ ۱۶ 


۲ 
605 ۷ < - 


عس 
سوت 


۱ + 2 ۱+ ۵ 


و جون ۷ زاویه‌های حاده است : ه« 1 03 
مثال ۶. مطلوب است محاسبه تانژانت ۷ درجه و ۲۰ دفیقه. 
حل. ۶۰۳ - ۵ ۶۷۸ < "۵ ۰۷۸ با در دست داشتن 


7۳ 8۶۴۰ ۱ + ۱۷/۲ ۵ ۶۷۸ 120 
و استفاده از دستور (۷)؛ می‌توان تانانت ۷/۵ درجه را به‌دست آورد : 


ج ببس - (۶۰- ۵۰ /۷)هها > ۷/۵۳ ها 
۱/۲۷۳ ۱۲۱-۷۴ _ 

۱4۱/۳۰۷۶ ۱+۲۱ 
بش اسقا طا ‏ قش ی سا تلف 
(0۷۴+۱)- [(۱+۰۷/۳) - ۱+۰/۳([]۷۶) + ۷۶] 
جر جر ۱/۳۱ ۲۷۲۷۲ _ 

> )۷/۳ + ۱۱0۷/۳ - ۱( ۷/۶ - ۷/۳ + ۰۱۷/۲ -۲ 


مثال ۰۷ می‌دانيم ۵ < لا 510 + 2 518 و ۵ < 605 + 2 005. 
مطلوب است فحاسبه (۷ -- 608)2. 


۱۳ 


حل. اگر دو برابری فرض را مجذور کنیم : 
۲ ۱ شش و ات و 
و ۵ 2 1 311 2 51۳ ۲ ۲ 1 51۲ ۳ 511 
ت9 ع< لا وم و« وم ۲ + ره آومی + و آووی 
از مجموع آن‌ها به‌دست می‌آید : 
ی تب ق ک ۱ ۳ 
۶0 6 2 ( 0 913 2 طزه + رزوی 2 ومع)۲ + ۲ 


و درتشیجه 


۲ ۲ 
اسرد سین < (۷ - 605)2. 

۳۹۵. دستورهای دیگر 

اگر در دستورهای مربوط به ( + )ی (0 + )وم و (0 +6)صع 
فرض کنیم ۵ < ۰/8 به اين سه دستور» برای محاسبة خط‌های مثلثاتی کمان 


۳0 می‌رسیم : 
([]۷) 80 0 510 ۲ << ۲۵ 19و 
(۷۲11) ۵ "وله ۵ آومی ‏ ۲۵ ومم 
(1) تس 2 ۲۵ ۵1 
۵ ۱-2۲ 


این دستورها» خط‌های مثلثاتی یک کمان را برحسب خط‌های مثلثاتی نصف 
آن کمان می‌دهند. دستور (۷]11) را به یکی از این دو صورت هم می‌توان 
نوشت : 
([۷]1) ۵-۱ وی ۲ < ۲۵ وه 
۷111۳ ۰ ۱-۲5۱8 2< ۲۵ وه 
و یا به یکی از این دو صورت» که در محاسبه‌ها کاربرد بسیاری دارند : 


0۷ 605 - ۱ ۲ .۰ ۲۵ 605 + ۱ 
سس  <‏ ([و سس < ,0 03 


۱۳ ۵ 


دو رابطه مهم دیگر 


این دستو رها ر می‌شناسیم : 


4 | 

۲ ۱ 

سس <- ین 05ج ط< سس < 6 0605 
0 20۲ + ۱/۱ بو ۲ رجا ۱ 


۳ 
۵ ۵7 + ۵ 1217 ۲ 
سس 0 ٩11(‏ << سس << ۷ 5111 


به آصج) ۱/۱4 ۵ 2۲ + ۱ 


اکنون» با توجه به این دستورها و دستورهای (]]۷) و (۷]]1) می‌توان 


۰ ۰ 84 
5[1( 6۲ 911 7 609 7 < ۲ 


۱۳۶ 


دستورهای (*) و (**)) همراه با دستور 


که همان دستور (1) است؛ خط‌های مثلثاتی یک کمان را برحسب تانذانت 
مخال #۸ این معادله در حه دوم داده شده است : 

(۱) » < ۱ + 2( ومع +4 ۵ طلو) ‏ 2( وم ب۵ طزو) 

معادله در سح دومی بنو سید که » ریشه‌های آن مجدور ریشه‌های ممعادله )۱( 


حل. روش اول. ریشه‌های معادلٌ جدید را ۷۱ و 1۲ می‌گيريم. باید 
داسته باشیم : 


2 ۲ 2 و 
مجموع و حاصل‌ضرب ۱ و ۲ را محاسبه می‌کنيم : 


ود ۲۲ بت (( 2۲ سل 2۹۱ 2 سا 9 نت ۷/۲ 0 ال 


۲ ۵ 81 1 ۱ ۲ 6 5 + ب6 51) 
٩1۳ ۵‏ ِ ۵ 910 : یت "0 5 ۵ (511) 
۲ ۴ 
1 0۵ ۹1 ۴ - (۲۵ 19و + ۴)۱ 
در ۳ ۱ :2 5 
٩1۳ ۵‏ 0 511۳ 
۴۳ ۱ 


۳ 
۱ ت70 جح بل 1۲ << 1/۱۷۲ 
ات ۲ 5 
۵ 511 و وی :6 5112 


بنابراین » معادله درجه دوم جدید» به آپن صورت درمی‌آید : 


۷ - 


بل تسه 


۳ 
و 


.۰ ۲ 
۵ وزه ۳0 


۹11 


پاستخ. ۰ < ۴ + ۴ -  ۲۵/("‏ طذه) 
زوش دوم. اگر مجهول معادلهٌ جدید را بنامیم» باید داشته باشیم : 


ورس ع و جد و چ و 


به‌جای «ب_ در محادلهة )۱( فرار می‌دهیم . 


۲ عد ۱ + پل (جوم + 2 طع) ‏ زا( 2 وم 2۲ ظ1و) 


معادله را گویا می‌کنیم. به‌ترتیب به‌دست می‌آید : 


۲ ۰ ۷ + ۱ << 1 )818 ۵, + 609 2 (۰/1۷( 


:۷( ,۲۵ ۹11 سل ۱( سب ۱ ۷( ,۲۵ 117) سل ۷7 1 وزه 3 
۱ ۷ 0 9 پا وف پٍِ1 ۹ 3 
و حد ۳0/۴" سد ۲۵۷ 0) چد ه < ۱ +4 1 - لز | 0۲ سب 


معادلٌ (۱) و معادلهٌ جدید را حل و جواب را آزمایش کنید. 
مثال ۹ ابت کنید ؛ برای هر مقدار دلخواه کمان‌های )6 ُ ار ن) 6 همواره 


داریم : 
(۵ - )هو (ع - 0)طو . (9 - ۹18)6 
٩117 6 6 ٩11 0 6 5112 6511 60‏ 


۱۳۸ 


حل. کسر اول را تبدیل می‌کنيم : 


60905180 - وم ۵ طو ._ (0 - 6)ج[و 


7 511۳ فطلوه وزه 
0ج وم 0 وی او 6 5٩1۲‏ 


سس اتب رم مس سس خرس مت سس ۰ یسب سب  __‏ سح تسب سس 


91۳ 6 19 6 ٩110 2 1۳ 19 ٩11 811 0 


به همین ترتیب به‌دست می‌آید : 


۵ ام - اوح سس 


0 
:00 - 6 باوم س< 2 ۱ ۳ 
٩117 1 6‏ 

۳ ستتنتت اسب 


5٩117 6117 60‏ 
و مجموع سه کسر برابر صفر می‌شود. در این مساله. روشن است که باید 


(۸ ع 6) ,۲ و6 ,۲ عو 0 ,اعد و 


تمرین‌ها 


۱ . انتهای کمان 0 در ریم سوم دایرة مثلثاتی است بت؛ درضمن می‌دانیم 


۱ ۳ ۱ 7۲ 7 
۲ <- 6 ۰1210 مقدار 1 سل ۳ 2-1 1 ت ۳ 1 و 0 ت ۳ 03 


را محاسبه کنید. 


۳ زاویه‌ای را بیدا کنید که اگر عکس اندازه عددی آن را برحسبا گراد 
از عکس اندازه آن بر حسب درجه کم کنیم» برابر با نست مقدار عددی آن 
برحسب رادیان به ۲۳ باشد. 

۳ چه رابطه‌ای بین 77 و ۰ برقرار است» اگر داشته باشیم : 


1۱1 


۳1 


2 اه « ۲ ووی ۲ 
۲ ناهن ۲ « 2 ۵5ج 


۱۳۹ 


۴ ۳۵۷ 917 را برحسب 0 317 و ۳۵ 608 را برحسب 0۵ 003 محاسبه 

۵. (2 + بو + )120 را برحسب 5 ۰۵7 ۷ ۲2۳ و 2 20 به‌دست 
ری 

۶ ۱۰ 911 را محاسبه کنید. 

۷۷ » را طوری بیدا کنید که چهار ريشه معادله 


ِ ۱ ۲ ٍ 2 
۵ سب مب 5 1 - | - *3 
7 ۳ + 2 922 مب 


تشکیل یک تصاعد حسابی بدهند و» سپس معادله را حل کنید. 

۸. ار بدانيم ۵ < »و۳ + ۰ ۰۴:۱8 مقدار ‏ 20 را به‌دست 
آورید. 

٩‏ الف) می‌دانيم: ۲ < 0 + +۷0+ (2 6 6). ثابت کنید: 


(۱) (8 + ۵ هو (ه + ۵)صلو > (0 + »)نو (6 + 6) 9110 


ج( 0 زاویه‌ای است حاده و مشت. تابت کنید: 
0 811 0 
حت - 21 


بووصی ۱4 ۲ 


511 ۲ - 7 


و < (2)] را در نظر می‌گيريم. 


ب‌( ثایت کنید» اپن تأبع در دامنه خود؛ همیشه مشت است. 


۱۳9 


۶ مي‌دانيم؛ در تقسیم عدد درست 7 بر ۰۷ بافی‌مانده‌ای برابر ۱ 


به‌دست آمده است. ثابت. کنید: 


۳۲۱ ۵77 5 ۲ ۲7۲ ۹ ۱۳ دی ۴۳۳ 
۳ از ۷ ات ۱ ۷ ات ۱ ۳۹ 


۲ الف) سد جدا (۸ ع 7) را محاسبه کنید. 
ب‌ (۱(۳۶-) ‌ِ ج) 0 را محاسبه کنید (۵ ۶ ). 
۳ 7 را طوری پیدا کنید که این عبارت؛ مستقل از 2 باشد : 

(2 "وم + 2 هزو) + ۵ کومی + 2 وه < ۸ 
۴ کمان ۵ را روی دایر؛ٌ مثلثاتی مشخص کنبد» به شرطی که 
الف) ۵ ۲18 ع< 0 609؛ . ب) 2 < و وم - :6 511. 
۵ می‌دانيم 2 < ۵ - ۵ مطلوب است محاسب 

۵(۲ جذه + ۵ ونع) + ۲ (و وم + 609) 
۶ »6 و 7 دو کمان حاده و مشت‌اند. ثابت کنید: 
وزه + ه صلو > (8 4 0)ظ1٩‏ 


" ۷ الف) 12700 معلوم است. ,۲۵ 517 و ,۲۵ ۰605 هرکدام؛ چند 
مقدار می‌توانند اختیار کند؟ ب) اگر ۲۵ 20 معلوم باشد» 0 517 چند 


جراب دارد؟ ,۵ 005 جطور؟ 
۷۸ ریشه‌های معادلهٌ . < 6 + ۵2۵ + 2۲ را ۵ طعاا و 6 ۸۵3 


می‌ناميم. مطلوب است محاسبه 


0۱ + )ادص ۵ + (0 + )وی (0 + م)طزو مه +0(4 +۵) صلو > ۷ 


۱۳۱ 


۱۹ چه رابطه‌ای بین ۵ و ۵ برفرار است اگر داشته 
سس 0 ۲ 0 
اع< و ای 2٩1‏ ههلا ره ع هت ارام 1 و 2+ 


۵۷ ۱۱ برای ۱ < 4 می‌دانيم : 


۵ + ۲۵۸۵۵۵۵ +۱ ۱ 3 
2 5 ۵ + و وی ۲۵ 1 ۱ 


تابث کند: دب دج همه مه 


۱ . ۱ << 
2 پستگی نداشته باشد» به شرطی که داشته باشیم : 


0 < (0 - 8)طلو به < (۵ - )605 


۰ م را از اين براببی‌ها حذف کند؛ 
(۲۵ - ب)صلو. ‏ (۳۵ - 609)6 
٩10‏ "وه 


۵ ۵ 9 1 » و 4 کمان‌هایی حاده و مثبت‌اند و می‌دانیم : 


<< 1 ۳5 . ده نا ولا سس << () [۳ *" حس- سب آل [(۵1 
تِِ ۳ ۷/۵ #۲ 
" << ۸ را دهد سستا آو ۳ 9 


ارم ی تا ۱ اعد 
سر ناموت۳ هل تسس 0 4 910/6 
درستی این برابری را ثابت کنید : 


و۸۳ ۱ 7۲ 

- 5 ده -م) مها + ( 5 +۵-۰) مه + ( +ه-ه) جها 
9 بد 7 ۱ ۱ 0 | 4۵0 -- 
20 وت 6 | 2۳0 ۵ جض 811 92 1 < 


۱۳ 


۳ 1 1 
وم عء ۲ وزو ] وم 0۵ 51 - 2 وه 0 ۵8 


۴ با ِ 
مقدار ۲۷ 21 رابه‌دست اورید. 


۴۳[ می‌دانيم 7۲ > 2 > ۵. ثابت کنید : 
طّ 
7 098 1 ۱ < 7 60 


بل 7 


۱۷ . می‌دانيم ۵ - 1 1217. مقدار 3 ۴ 


میختاف محاسبه کنید. 
۷۸ الف) اگر ۱ > ۵ > ه و۱ > ۵ > ۰ آن‌گاه ثایت کنبد : 


۷/۵۱ - 8( + ۰۱/۶/۱ - ۵( > ۷/۵ + 


ب) اگر ۱ > * > ۰ و ی > و > ۰۰ ثابت کنید: 


( 0 را در حالت‌های 


سح 
7 - ۱ 


۷۹ ۰ ۰09۲۴ را محاسبه کنند. 
۷ . به‌ازای جه مقداری از ۰6 این معادله‌ها» ريشه مشترک دارند: 
(۲ وم + ۵0۷ << 2 510 ۶ 
(۲2 «[و + ۵/۴ < ۸ - 2 ۹1۲ ۳۵ 
می‌دانیم ۰ << 8 0087 + ۵ 09۲. مطلوب است محاسبة 
(8 + )دم ۰ (0 - 605)6 


۱۳۳ 


۷ این معادله را حل کنید: 
۹ 8۱۳ ۳ 2 وم + ۶ زو 
آًآ۷ 
۰۶ » و 8 زاویه‌هایی حاده و مثبت‌اند. و می‌دانیم: 


٩10)06 + 8( < ۲ جذو‎ ۵ 


ثابت کنید ۸۵ > :۵. 
۴۷ ۱. ثابت کنید» به شرط چ > 6 > 0 داریم : 


۱ ۱ ۱ ص 

همه + ع وزو ۲-۲ > (0 608 -- )سب 
۲ 

۵ 4 


۳۳ 


۴ انالیز ترکیبی 

10 آشنایی 

۱ آنالیز ترکیبی شاخه‌ای از ریاضیات است که دربار؛ آرایش‌های گوناگون 
عضوهای یک پا چند مجموعه صحبت می‌کند. این مجموعه‌ها را باپایان و 
ناییوسته در نظر می‌گیرند؛ یعنی تعداد عضوهای مجموعه و تعداد عضوهایی 
که باید از آن انتخاب شود» مشخص و محدود است و؛ روشن است؛ وفتی 
از تعداد عضوهای یک مجموعه گفت‌وگو می‌کنيم» به‌معنای آن است که 
عضوهای مجموعه از هم جدا هستند و می‌توان آن‌ها را شمرد. به این مثال‌ها 
توجه کنید. 

مخال ۰.۱ سه صندلی در سه ردیف پشت سر هم را برای سه دانش‌آموز 
که با هم دوست بودند و آن‌ها را ۰۸ ] و ؛) می‌ناميم تعیین کردند. آن‌ها 
تصمیم گرفتند رفتاری عادلانه با هم داشته باشند و هرکدام به نوبت» روی 
صندلی‌ها بنشینند» زیرا نزدیکی و دوری از تختسیاه در توجه آن‌ها به درس 
آموزگار اثر داشت. این دانش‌آموزان» چند بار جاهای خود را عوض کنند تا 
بزبانه به :مات تتعست: برستد؟ 


۱۳۵ 


حل. ردیف صندلی‌ها را از جلو به عقب» ۰۱ ۲ و ۳ می‌ناميم. ببینیم؛ 
چند حالت وجرد دارد که؛ در آن‌ها؛ ۸ در ردیف ۱ نشسته باشد؟ روشن 
است که دو حالت: وقتی ۸ در ردیف ۱ نشسته باشد یا 7 در ردیف ۲ و 
) در ردیف ۲ و يا ) در ردیف ۲ و 7 در ردیف ۳ است. به همین ترتیب 
7 در دو حالت روی صندلی ردیف ۱ قرار می‌گیرد و 7) هم در دو حالت 
در ردیف ۱ می‌نشیند. روی‌هم ۶ حالت. 

این شش حالت را در این‌جا نشان داده‌ایم : 

۰ - هم 
,۰ - 6 
,۳ - ] ۱ 


ور 
4-۷ 
,۰ - و 
حالت دیگری وجود ندارد. این سه دانش‌آموز؛ تنها ۶ جور مختلف 
مثال ۲, در کیسه‌ای چهار گلوله به چهار رنگ مختلف وجود دارد. سه 
گلرله ‏ یله تضادف از آل بیرون آورده‌ايم. جنك حالت مختلف ممکن است 


بیش آنذ؟ 

حل. اگر این مساله راء به صورت دیگری بیان کنیم» ساده‌تر به جواب 
هی زر سل : 

چهار گلولاً ۰۸ ۰۶ 0 و (] با چهار رنگ مختلف در کیسه‌ای وجود 
دارد. می‌خواهیم تنها یک گلوله در کیسه باقی بماند. چند حالت ممکن است؟ 

این مساله. همان مسالهٌ اصلی است. تفاوت آن با مسالهٌ اصلی در نوع 
برخورد ما با مساله است: به جای توجه به گلوله‌هایی که از کیسه بیرون 


۱۳۶ 


آورده‌ايم» به گلوله‌ای توجه می‌کنيم که در کیسه باقی مانده است. روشن 
است که تنها ۴ حالت ممکن است» زیرا در کیسه ۸ یا ۶ یا ) و یا (1 
می‌تواند بافی بماند. جواب مساله ما هنم همین است : از ۴ کلوله با رنگ‌های 
مختلف» به ۴ طریق می‌توان سه گلوله انتخاب کرد: 


۸80, ۸, ۸0 


مثال ۳. در مثال ۰۲ فرض مي‌کنيم؛ به ردیف سه گلوله‌هایی که از کیسه 
بسرول آورده‌ايم» علاافه‌مند پاشیيم. حالت بر) ار را در جواب مثال 1 دز نظر 


یک رید. این جواب را می‌توان این‌طور تفسیر کرد : اول ۰۸ بعد ۶ و سرانجام 
7 را از کیسه بیرون آورده‌ایم. ولی همین سه گلوله ۰۸۸ 3 و /) را می‌شد به 
ردیف‌های دیگری از کیسه بیرون آورد. اين در واقع همان مثال ۱ است. در 
آن‌جا دیدیم ۰۸ 3 و را به ۶ طریق می‌توان ردیف کرد : 
ی مر و۸ 
۵ ۸یا ور 
به این ترتیب» اگر به ردیف سه گلوله‌هایی که از کیسه بیرون آورده‌ايم؛ علاقه‌مند 
باشیم» روی‌هم به ۴ < ۶ یعنی ۲۳ حالت مختلف برخورد می‌کنيم. 
این در واقع؛ اصلی را در آنالیز ترکیبی بیان می‌کند که در ریاضیات» به 
آن اصل ضرب یا اصل اساسی شمارش گویند: 
از بین چهار گلوله با ۴ روش می‌توانيم سه گلوله را انتخاب کنیم؛ 
درضمن هریک از این انتخاب‌ها» خود متناظر با ۶ نوع انتخاب است. بنابراین 
روی‌هم به تعداد ۶ < ۲ یعنی ۲۳ نوع انتخاب وجود دارد. 
مثال ۴. چهار نقطه ۰۸4 تا» !) و (1 روی یک صفحه‌اند. با این چهار 
نقطه » چند مثلث مختلف می‌توال ساخت» به شرطی که 


۱۳۷ 


الف) از بین چهار نقطه هیچ سه‌نقطه‌ای روی یک خط راست نباشند ؛ 

ب) سه نقطةٌ ۰۸ 3 و 0 روی یک خط راست باشند؟ 

حل. الف) مساله به طور کامل» شبیه مساله مثال ۲ است: با این 
چهار نقطه» می‌توان ۴ مثلث متفاوت ساخت : مثلث‌های ۰۸ (۰۸ 
(1 ۸0 و (5/1. 

ب) در این حالت. با چهار نقطهٌ ۰۸ قل. | و (۰1 بیش از سه مثلث 
نمی‌توان ساخت» زیرا ۸6 مثلث نیست. 

پاسخ. (۰4181 (۸01 و (1ا‌ظ. 


۲ در این مساله‌ها و مساله‌های شبیه آن‌ها» دو ویژگی کلی وجود دارد: 

۱) با مجموعه‌هایی سررکار داریم که عضوهای آن‌ها جدا از یکدیگرند. 

۲) مجموعه این عضوها؛ یک مجموعه بابایان است. البته؛ در حالت‌های 
پیچیده‌تر» می‌توان به‌جای ویژگی دوم (یعنی منناهی بودن مجموعه) ویژگی 
شمارا بودن عضوهای مجموعه را در نظر گرفت» یعنی مجموعه‌ای که بتوان 
عضوهای آن را با عضوهای مجموعهٌ عددهای طبیعی» در تناظر یک به یک 
قرار داد» ولی در آغاز آشنایی با آنالیز ترکیبی» همه‌جا با مجموعه‌های باپایان 
و متناهی سروکار داریم. 

در مساله‌های مربوط به آنالیز ترکیبی با دو عمل روبه‌رو هستیم : 
انتخاپ پرخی زیرمجموعه‌ها و» گاه مرتب کردن عضوهای این زیرمجموعه‌ها 
[مجموعهٌ مرتب» به مجموعه‌ای گویند که ردیف عضوهای آن؛ برای ما اهمیت 
داشته باشد. مثلاً وقتی بخواهیم با سه رقم ۲ و ۴ و ۰۵ عددهای دورقمی با 
رقم‌های مختلف بسازیم» روشن است که ۵۲ با ۲۵ یا ۴۵ با ۵۴ فرق دارد]. 

مساله‌های مقدماتی آنالیز ترکیبی را می‌توان به سه گونه کلی تقسیم کرد : 


۱۳۸ 


۱) مساله‌هایی که در آن‌ها؛ باید تعداد جواب‌ها» یعنی در واقع؛ روش 
په‌دست آوردن زیرمجموعه‌های لازم و يا گونه‌های مختلف آرایش عضوهای 
یک مجموعه را پیدا کرد؛ 

۲) تحقیق دربار؛ُ امکان عملی بودن آرایش لازم؛ 

۳ جدا کردن یک یا چند جواب از بین جواب‌های ممکن به نحوی که 
با شرط‌های اضافی مساله» سازگار باشند. 

با این‌که نالیز ترکیبی» به‌ظاهر با زمينهةٌ بسیار محدودی؛ یعنی انتخاب 
زیرمجموعه‌ها سروکار دارد» شامل مساله‌های بسیار گوناگون و گاه دشواری 

است» زیرا نوع مجموعه‌ها بسیار گوناگون است؛ درضمن. انتخاب زیرمجموعه‌ها 
را می‌توان به صورت‌های بسیار متفاوتی در نظر گرفت و؛ به‌جز این‌ها؛ 
عضوهای هر مجموعه ویژگی‌های خاص خودشان را دارند. 

* عنصرهای نخستین آنالیز ترکیبی را؛ می‌توان برای نخستین بار؛ در 
کارهای «پاسکال» و افرما؛ (سده هفدهم میلادی) بیدا کرد. «لایب‌نیتس) (نيمة 
دوم سدٌ هفدهم و آغاز سدهٌ هجدهم میلادی) آن را به‌صورتی نظام‌یافته 
درآورد و در بحث‌ها و استدلال‌های منطقی از آن استفاده کرد. «یاکوب برنولی» 
(نیمةٌ دوم سدهٌ هفدهم)» آنالیز ترکیبی را در نظريةٌ احتمال به‌کار گرفت. 

در پایان سدهٌ هفدهم میلادی» به‌تقفریب همه دستورها و رابطه‌های مربوط 
به آنالیز ترکیبی مقدماتی یعنی آرایش‌ها؛ شناخته شده برد. در سدهٌ هجدهم» 
با طرح مساله‌هایی از جبر چندجمله‌ای‌ها نظریهُ عددها دترمینان‌و نظریه 
احتمال» انگیزه‌های تازه‌ای برای پیشرفت نظرية آثالیز ترکیبی پیدا شد. ولی 
تلاش دربارٌ تکمیل روش‌ها و گسترش مفهوم‌های این شاخه ریاضی؛ که در 
سدهٌ هجدهم و آغاز سده نوزدهم به‌وسیلهٌ بسیاری از دانشمندان دنبال می‌شد. 


در سال‌های سده نوزدهم» کم‌وییش فطع شد. ولی سده بیستم ) شاهد گرايش 


۱۳۹ 


دوبارة بسیاری از ریاضی‌دانان؛ به سمت پژوهش در آنالیز ترکیبی بود. و 
این بدان علت بود که شاخه‌های گوناگونی از دانش و صنعت به تعمیم و 
تکامل فانون‌های آنالیز ترکیبی نیازمند بودند. از جملهٌ این رشته‌ها؛ به عنوان 
نمونه می‌توان از خود رباضیات برنامه‌ریزی خطی در اقتصاد؛ تجزیه و تحلیل 
آزمایش‌های علمی کدگذاری آگاهی‌ها؛ دستگاه‌های هدایت‌کننده» ماشین‌های 
حساب و غیره نام برد. 

نظريهٌ آنالیز ترکیبی؛ در ریاضیات به‌ویژه با نظریهٌ مجموعه‌ها؛ نظریه 
گراف‌ها و نظریهٌ احتمال» رابطه‌ای تنگاتنگ دارد. 

آنالیز ترکیبی راء به‌ویژه در بخش بررسی‌های امروزی آن؛ در زبان فارسی 
ترکیبات؛ و «نظریه ترکیبیاتی» نامیده‌اند که البته. به‌نظر من. نه از دید ظاهر 
واژه‌ای آن و نه از دید بیان آوایی» زیبا و دلنشین نیست. به این امید که 


دوست‌داران ریاضیات و زبان فارسی؛ بتوانند وارهُ زیباتری برای آن بیندیشند. 


۶8 جای‌گشت يا تبدیل 
به مثال ۱ توجه کنید. در این مثال می‌خواستیم سه نفر را پشت سرهم بنشانیم 
و دیدیم که به ۶ طریق می‌توان این کار را انجام داد. هریک از حالت‌های 
نلستن اين ۳نفر را یک جای گشت با یک تببیل از این سه نفر گویند. 
وفتی با مجموعه‌ای سروکار داشته باشیم که دارای ۳ عضو باشد و 

بخواهیم عضوهای این مجموعه را مرتب کنیم» می‌توان ۶ مجموعةٌ مختلف با 
عضوهای مرتب به‌دست آورد. اگر عضوهای اپن مجموعه را با عددهای ۰۱ 
| و ۲ شاف دهیم این ۶ مجموعه به‌دست می‌آید : 

۱۷۰ 

1۲,۲, ۱۵,۲, ۱ ۳ 4 


۱۳۵ 


ين ۶ مجموعه؛ روی هم مجموعةٌ جای‌گشت‌های سه عدد ۰۱ ۲ و ۳ را 
تشکیل می‌دهند. 

تعداد جای‌گشت‌های چند عنصر را با حرف "۲ نشان می‌دهند (حرف 
اول واژة لائینی 10اعننامرع۳ به معنی جای‌گشت) وقتی با سه عنصر 
سروکار داشته باشیمء تعداد جای‌گشت‌ها را ۲ می‌نامند: 


خر 


روشن است که ۱ < ۲۱ و ۲ < ۲۲ : یک چیز را تنها به یک طریق می‌توان 
مرتب کرد و دو چیز را به دو طریق. 
ایا می‌توان ۳ را به‌یاری ۳۷ به‌دست آورد؟ دو حرف ۵ و 8 را در نظر 


می‌گيريم. این دو حرف را به دو طریق می‌توان ردیف کرد: 


00, 0 


اکنون فرض کنید با سه حرف ۰ 0 و 6 سروکار داشته باشیم. حرف سوم » 
را در کجاها قرار دهیم تا همه ردیف‌های سه حرف » و ها و ۰6 به پاری 60 
و 60 به‌دست آیند. آرایش ۵ را در نظر می‌گيريم. حرف سوم 6 را می‌توان 
پیش از ۵ يا بین » و ۵ يا بعد از ۵ قرار داد: 

6 ,660 ,66 
یعنی از هر آرايش دوحرفی » و ۰ می‌توان ۳ آرایش سه‌حرفی » و ۵ و 6 


به‌دست آورد؛ یعنی تعداد جای‌گشت‌های سه حرف برابر است با حاصل‌ضرب 
تعداد جای‌گشت‌های دو حرف در ۳: 


ون اکن بل 


۱۳۱ 


با همین استدلال روشن می‌شود که برای محاسبه تعداد جای‌گشت‌های جهار 
حرف باید حاصل‌ضرب تعداد جای‌گشت‌های سه حرف را در ۴ پیدا کرد : 


۲ 6 ۲ ز + << ۴۳۰ 


در واقم» اگر یکی از جای‌گشت‌های سه حرف » و 8 و » مثلاً ۵8 را در 
نظر بگیریم» حرف چهارم 4 را در یکی از چهار محل ممکن (پیش از 6 
بین 6 و ۰0 بین 6 و » و بعد از 6) می‌توان قرار داد. 
این استدلال را تا هرجا که لازم باشد» می‌توان ادامه داد: 
( مد ۳ کر ۲ات ۵ ۳ با ج ود 
لا 6 ۱ هد ۲ بر ۲ ۶ مس کت و 


۷ (۱ -() « ...۴۷ ۳ >« ۲ < م۳ 


می‌دانیم؛ در ریاضیات. برای ضرب عددهای طبیعی از ۱ تا ۲ از نماد ! 
پا 70 فاکتوریل». بنابراین 
او > ۳ و .۳ ۳۹ ۳ ۳ ۳ 
مثال ۰۵ ۷ جوان دوست به رستوران بدر یکی از دوستان دبگر خود 
رفتند و توقع داشتند پدر دوستشان آن‌ها را به شام میهمان کند. ولی صاحب 
رسترران به آن‌ها پیشنهاد کرد: هر هفته یک‌بار به رستوران او بروند و با هم 
شام بخورند. صاحب رستوران هميشه در جای خاص خودش می‌نشیند و 


تغییر جا نمی‌دهد. ولی ۷ نفر دوست باید هر بار جای حود را حوض کنند. 


۱۳ 


این دوستان باید هر بار پول شام صاحب رستوران را بپردازند تا زمانی که 
دوباره. هر کسی در جایی بنشیند که در نخستین روز مراجعه به رستوران 
نشسته بود. از آن شب به بعد» صاحب رستوران» یعنی پدر دوستشان هر 
هفته هر ۷ نفر را مهمان خراهد کرد. این دوستان؛ بعد از چه مدتی به نخستین 
شام مجانی می‌رسند؟ 

حل. برای این‌که بدانیم» این ۷ نفر دوست چند جور می‌توانند پهلوی 
هم بنشینند» باید تعداد جای‌گشت‌های عضوهای یک مجموعد ۷ عضوی؛ 
یعنی 2۷ را پیدا کنیم : 

۰۵ - ۷ *« ۶ < ۵ ۷ ۴ ۳ بز ۲ حه رجا 


۰ هفته لازم است تا اين ۷ دوست؛ در همه حالت‌های ممکن» پشت 
میز رستوران نشسته باشند. اگر هر سال را به تقریب ۵۲ هفته به حساب 
آوریم؛ این مدت. برابر زمانی بیشتر از ۹۶ سال می‌شود. 

اگر محاسبه را دقیق‌تر انجام دهیم؛ ۶ سال و ۴ ماه به‌دست می‌آید. 
یعنی» اگر این دوستان دست‌کم ۱۱۵ سال عمر کنند و اگر در آن زمان پدر 
دوستشان زنده باشد. می‌توانند از آن به بعد» هفته‌ای یک بار مهمان صاحب 


8 ترتیب یا آرایش 
۱ از یک مثال آغاز می‌کنيم. 
مخال ۶. چهار نفر» که آن‌ها را ۰۸ ۰2 ) و (1 می‌ناميم در مسابقه 
شطرنج شرکت دارند. تنها به نفر اول و نفر دوم جایزه می‌دهند؛ درضمن 
جایزة اول با جایزه نفر دوم فرق دارد. چند حالت مختلف ممکن است پیش 
آید؟ 


۱۳۳ 


حل. تفر ول مسابقه» می‌تواند یکی از چهار نفر (۸4 یا 3 با يا ط) 
باشد. بنابراین برای برندهٌ جايزة اول؛ ۴ حالت ممکن است. وقتن نفر اول 
معلوم باشد؛ هریک از سه نفر دیگر» ممکن است جایزه دوم را ببرد. مثلا 
اکر ۸4 جایزه اول را برده باشده جایزه دوم ممکن است به 1 پا به ) و یا 
به ( برسد. به این ترتیب» روی‌هم به تعداد ۳ < ۴ یعنی به ۱۲ حالت 
مختلف» برای برندگان جايز؛ٌ اول و جایزة دوم می‌رسیم. این ۱۲ حالت 
ممکن؛ چنین‌اند (حرف سمت چپ معرف نفر اول و حرف سمت راست؛ 
معرف نفر دوم است) : 


(( ۸40 زر 
(رریا ظ ۸ 
را ار ۸ 
9 ۱۸ 


اپن ۱۲ حالت. را انتخاب ترتیب‌های دوتایی از بین چهار نفر ۰۸4 ۰۶ و 
می‌گویند. 

فرضص کنید» ۲ عنصر در اختیار داشته باشیم و از بین آن‌ها 71 عنصر 
(7 > 0) را انتخاب کنیم و در یک سطرء از چپ به راست؛ پشت سرهم 
بچینیم. چنین تنظیمی از چیزها را «انتخاب مرتب» می‌نامند. همچنین» می‌توان 
آن را زنجیره‌ای از چیزها نامید. به هریک از این زنجیره‌ها یا انتخاب‌های 
مرتب؛ یک ترئیب آتایی از 7 چیز گفته می‌شود. 
۱ توجه کنید: دو ترتیب (یا دو زنجیره؛ یا دو انتخاب مرتب)» یا در نوع 
عنصرهای خود و یا در ردیف قرار گرفتن آن‌ها با هم فرق دارند. 

بنابراین» ترتیب یا آرایش را می‌توان به زبان مجموعه‌ها این‌طور تعریف 
کرد : 


۱۳ 


انتخاب زیرمجموعه‌های 7عضوی از یک مجموع «تعضوی را؛ ترتیب‌های 
یی از 7 عنصر می‌نامند. در ترتیب» ردیف عضوهای زیر مجموعه اهمیت 
دارد: ۸1 و 13۸ دو ترتیب مختلف‌اند. 
تعداد ترتیب‌ها يا آرایش‌های 77تایی از 7 عنصر را؛ با نماد ۸۳ نشان 
می‌دهند. (۰۸ حرف اول واژه ۸۳2867067 به معنی آرایش است). در 
مثال ۶ داریم : 


۲ محاسبه تعداد ترتیب‌ها. با 7 چیز چند ترتیب تایی می‌توان درست 
کرد؟ به زبان مجموعه‌ها؛ می‌توان این‌طور برسید: ابرای مجموعه‌ای که «۲ 
عضو دارد چند زیرمجموعه مرتب 17 عضوی وجود دارد؟» 

روشن است که 7 <- (۸: به 7 طریق می‌توان یک چیز را از بین 7 
چیز انتخاب کرد. 

به حالت کلی 4۳ مي‌پردازيم. 7 حلقه مختلف در نظر بگیرید و فرض 
کند بخواهيم» زنجیره‌ای شامل 17 حلقه (۱ > 7) از بین این 7۰ حلقه 
بسازیم. برای انتخاب حلقه اول؛ 7 انتخاب امکان دارد (انتخاب یک حلقه 
از بین 7 حلقه). حلقهٌ دوم را باید از پین (۱ - 1) حلقهٌ باقی‌مانده انتخاب 
کرد؛ یعتی برای انتخاب حلقه دومء (۱ - 7) امکان وجود دارد. به این 
ترتبة آگز بخواهیم از بین 7 حلقه» یک زنجیرة دوحلقه‌ای انتخاب کنیم؛ 


روی‌هم ۱۱ ۲0)11 امکان وجود دارد : 
۱ ۲ 
[۱ )0 ع< ر۸ 


حلقة سوم را باید از بین (۲ - 7) حلقة باقی‌مانده انتخاب کرد: (۲ - 1 
امکان؛ پعنی برای انتخاب یک زنجیره ۳ حلقه‌ای از یک مجموعهٌ شامل 7 


۱۳۵ 


حلقه (۲ -- )(۱ - )10 امکان وجود دارد : 


1 


(۲ - )(۱ - )۰ << ۸4 
اگر استدلال را به همین ترتیب ادامه دهیم؛ به‌دست می‌آید : 
(۳ - )(۲ - )(۱ - 0 < ۸ 


و به‌طور کلی؛ برای تشکیل زنجیرهٌ 77 حلقه‌ای از بین 7 حلقه. به این دستور 
می‌رسیم : 


[(۱ - 0) - ] ...۰ (۲ - ۱()0 - )0 < ۸ 
و یا به‌صورت ساده‌تر 
)۱( (۱ +۳ - )...۰ (۲ - ۱()8۵ - 0 < ۸ 


اگر در برابری (۰)۱ برای عبارت سمت راست» مخرج ۱ در نظر بگیریم 
و صورت و مخرج را در !(70 - ) ضرب کنیم؛ به این دستور می‌رسیم : 


3 


۸ 


11 


(۳) 


# این دستور برای * -< 7 به‌صورت ۱ < ۸ درمی‌آید. این 
برابری درست است. مجموعه تهی؛ تنها مجموعه‌ای است که زیرمجموعة 
هر مجموع دلخواهی است. اگر قرار پگذاريم که مجموعةٌ تهی را تنها به 
یک طریق امی‌توان مرتب کرد آنوفت برابری ۱ < +۸ معنا پیدا می‌کند. 
دستورهای (۱) و (۰)۳۲ برای هر دو عدد درست و دلخواه 7 و 77 به‌شرط 


> 7 > ۰ درست است. 


۱۳۶ 


یدیم گر بخواهيم تعداد رتیب‌های 7نایی را در یک مجموعةً #عضوی 
به‌دست آوریم» باید از دستور سس 9 استفاده کنیم. ولی این ؛ 
به‌شرطی است که در ترتیب‌ها» عضوی تکراری وجود نداشته باشد. 

فرض کنید» 2 گلوله با رنگ مختلف در کیسه‌ای باشد و ما 
بخواهیم 7 گلوله از آن خارج کنیم. برای نخستین گلوله‌ای که از کیسه بیرون 
می‌آوريم؛ 7 حالت مختلف وجود دارد» برای گلولة دوم که از بین ۱ - ۷ 
گلولة بافی‌مانده انتخاب می‌شود؛ ۱ - 7 حالت:برای گلولة سوم ۲ - 1 
حالت و غیره وجود دارد. اين وضع به اين شرط است که وقتی گلوله‌ای را 
از کیسه بیرون می‌آوريم آن را کنار بگذاريم و دوباره به کیسه برنگردانيم. در 
این وضع » هر ترتیبی که به‌دست می‌آید» شامل 70 گلرله با 7 رنگ مختلف 
است و در هیچ کدام از ترتیب‌ها؛ دو یا جند کلوله هم‌رنگ بیدا نمی‌شود. 

اکنون فرض کنبد» وقتی نخستین گلوله را از کیسه بیرون آوردیم ( 
انتخاب ممکن) دوباره گلوله را به کیسه برگردانيم و گلولهٌ دوم را» باز هم 
از بین 7 گلوله انتخاب کنیم؛ یعنی برای انتخاب کلولة دوم هم 7 حالت 
ممکن در نظر بگیریم؛ به‌همین ترتیب» برای انتخاب گلوله‌های بعدی. در 
این صورت. برای انتخاب هر گلوله. 7 حالت و برای انتخاب :7 گلوله؛ 
۳ حالت دا می‌شود. 

اگر انتخاب ترتیب‌ها بتواند همراه با تکرار یک یا چند جمله باشد. آن 
راء ترتیب با تکرار گویند. تعداد ترتیب‌های با تکرار ۲7ایی از بین 7 عنصر» 
برابر است با *"12. 

به عنوان نمونه» در مثال ۶ دیدیم؛ تعداد ترتیب‌های دوتایی از یک 
مجموعٌ چهارعضوی؛ برابر است با ۱۲ < ۰۸ اکنون اگر بخواهيم؛ 
ترتیب‌های با تکرار را هم به اين ۱۲ ترتیب اضافه کنیم چهار ترئیب جدید 


۱۳۷ 


به‌دست می‌اید : 


رد , 00 ,ظظ ,۸۸ 


یعنی روی‌هم ۱۶ ترتیب؛ درضمن: ۱۶ < ۲۲. 


٩‏ ترکیب 

۱ با یک مثال آغاز می‌کنيم. 

مثال. ۷. ۶ نقطه ۸ و[ ). ([. ب:] و ۲ روی یک صفحه‌اند؛ 
به‌نحوی که هیچ سه نقطه‌ای روی یک خط راست نیستند. با این شش نقطه 
چند چهارضلعی مختلف می‌توان ساخت؟ 

حل. وفتی با چهار نقطه از شش نقطه» یک چهارضلعی بسازیم با دو 
نقطه باقی‌مانده می‌توان یک پاره‌خط راست رسم کرد (یاره‌حط راستی که آن 
دو نقطه .را به هم وصل می‌کند). بنابراین» می‌توان مساله را اندکی تغییر داد 
و به این صورت درآورد: ۱ 

۶ نقطه ۰۸ تل» ). نل. نا و . روی یک صفحه‌اند. با وصل 
دوبه‌دوی آن‌ها؛ چند بار‌خط راست به‌دست می‌آید؟ 

از نقطهٌ ۸ می‌توان به هریک از پنج نقطةٌ دیگر وصل کرد و ۵ پاره‌خط 
راست به‌دسنت آورد. از تا تنها به ۴ نقطه دیگر می‌توان وصل کرد تا باره‌حط‌های 
جدید بیدا شود» زیرا اگر از 7 به ۸ وصل کنیم پاره‌حط راست ۸ 8 به‌دست 
می‌آید که با پارهخط راست ۸ (که پیش از این به‌دست آورده‌ایم) فرقی 
ندارد. به همین ترتیب» از نقطه /). به سه نقطه (غیر از نقطه‌های ۸ و ۶[) 
باید وصل کرد تا پاره‌خط‌های راست تازه به‌دست آید و غیره. به این ترتیب» 
تعداد همه پاره‌خط‌های راستی که با این ۶ نقطه می‌توان ساخت برابر است با 


۵ + ۴ 4۳ 41 ۲ 4 ۱ - ۵ 


۱۳۸ 


پاسخ مثال ۷ هم همین است: اگر بین ۶ نقطةٌ وافع بر صفحه هیچ 
سغفقطه‌ای, روق یکن. .عط. راسنت. نباشند» مزا ۱۵ جهارشلمی. مخقلفت 

سالًمثال ۷ را می‌توان: باورت کلی و به این تتیب در نظر گرفت: 

فرض می‌کنيم 7 عنصر مختلف داشته باشیم و بخواهيم از بین آن‌ها 77 
عنصر را انتخاب کنیم. به چند طریق ممکن است؟ در این‌جا ردیف انتخاب 
عنصرها: اهمیتی ندارد؛ مثل مثال ۰۷ که برای ما باره‌خط راست ۸ با 
پاره‌خط راست ۸۶ تفاوتی نداشت. 

به زبان مجموعه‌ها؛ می‌توان مساله را این‌طور طرح کرد: 

در یک مجموعه «اعضوی» چند زیرمجموعة 17 عضوی و جرد دارد؟ 

انتخاب 7۲7 عنصر از 7 عنصر را» بدون این‌که به ترتیب آن‌ها توجه داشته 
باشیم؛ ترکیب 70 به 17 از :: عنصر یا ترکیب 77تایی از ۶۰ عنصر گویند. 

تعداد ترکیب‌های ۲7 به ۲7 را» که از 7 عنصر به‌دست می‌آید با رس 
نشان می‌دهند (/)» حرف اول واژه 00001902110۳) به معنی ترکیب است). 
در برخی کتاب‌هاء از نماد ۱ 1 پا (0/)۲:۲ برای نشان دادن تعداد 
ترکیب‌های 72 به 77 از 7 عنصر استفاده کرده‌اند. در این کتاب و کتاب‌های 
بعدی از نماد 67۳ استفاده کرده‌ايم. درضمن؛ در مثال ۷ دیدیم : 


۵ عد و( < و6 


محاسبه تعداد تر کیب‌ها 
مفهوم ترکیب. با مفهوم‌های تبدیل (جای‌گشت) و ترتیب (آرایش) بستگی 


قچ .نج 


نزدیک دارد. برای تعداد ترتیب‌های 77 عنصر از بین ۲ عنصر» به‌دست 


۱۳۹ 


آوردیم : 
71 
بس د ۸ 
ا( )۶ 
ولی در ترتیب؛ ردیف عنصرها برای ما اهمیت داشت و مثلاً ۸13 با ۷ ۸0 
یا 130۸ و غیره متفاوت بود؛ در حالی که در ترکیب؛ ردیف عنصرها آهمیت 
ندارد. می‌دانيم؛ برای 77 عنصرء اگر به ردیف آن‌ها اهمیت بدهیم؛ !۱72 
حالت وجود ذارد (جای‌گشت ۱11 عنصر). بنابراین 
7 ۳ 
ی ی 3۳ 
0 


باتوجه به دستور (۳)) و پا باتوجه به تعریف مفهوم ترکیب» این نتیجه‌ها 


(۳( 


روشن است : 

۱ * < ب): از بین * چیزء» به 7 طریق می‌توان یک چیز انتخاب 
کرد. 

۲) ۱ < 7): از بین 0 چیز به یک طریق می‌توان 7 چیز انتخاب کرد. 

۳ << ): رفتی از بین * چیز؛ بخواهيم 7 چیز انتخاب 
کنیم» مثل این است که بخواهیم از بین 1 چیز» 0-77 چیز را کنار بگذاريم. 

مخال ۰.۸ در شرکتی که ۸ کارمند مرد و ۶ کارمند زن دارد» می‌خراهند 
گروهی شامل ۳ کارمند مرد و ۲ کارمند زن را به ماموریت بفرستند. به چند 
طریی «مکن است؟ 

حل. از بین ۸ کارمند مرد؛ به ۸/) طریق می‌توان ۳ نفر را انتخاب کرد و 


_ جم 


۸ ۳۵ 


از بین ۶ کارمند زن. به 67۶ طریق می‌توان دو نفر را انتخاب کرد و 
او 

ید1 

۴. ۷۱۳۱ ‌ 


۱ ۵ 0 


هر حالت انتخاب اول را؛ می‌توان با هر حالت انتخاب دوم در نظر 


۷ < 0 ۷ 0 < ۵۶۱۷ ۱۵ < ۵ 


مثال ۳ در کارخانه‌اي که مب تولیك می‌کند » در شر بسته ۱ لا مب 
فرار می‌دهند. در بخش بازرسی فنی» از هر بسته ۵ لامب را «به تصادف» 
آزمایش می‌کنند. اگر هر ۵ لامب سالم بود» بسثه ۱۰ لا مپی را به بازار 
کامل نگه می‌دارند. چه احتمالی وجود دارد متوجه بسته‌ای که شامل ۵ لامپ 
ناسالم است نشوند » یعنی هر پنج لامپی که به تصادف انتخاب کرده‌اند » سالم 
و هر پنج لا مب باقی‌مانده ناسالم باشند؟ 

حل. انتخاب ۵ لامپ از بين ۰ لامپ» به ی طریق ممکن است و 


ذاشته باشد. یکی از این ۲ حالت همان حالتی است که؛ هر ما لامپ 
به این ترتیب» احتمال چنین پیش‌آمدی» برابر است با 
۱ 
۲ و 
(ع پم 
0 
از هر ۲ سته‌ای که به بازار می‌رود» احتمال دارد یکی از آن‌ها شامل ۵ 
لامپ ناسالم باشد. 


۱۵۱ 


مقال ۱۰. چهار رقم ۱ و شش رفم ۲ را» به چند طریق می‌توان ردیف 
کرد؟ 

حل. اين مساله از این جهت جالب است که با آن‌که صحبت بر سر 
ردیف عنصرها است برای حل آن باید از «ترکیب» استفاده کنیم. 

در واقع؛ در ردیف ده‌رفمی که از چهار رقم ۱ و شش رقم ۲ می‌نویسیم 
کافی است تنها جای رفم‌های ۱ را معین کنیم؛ در این صورت جای رقم‌های 
۲ به خودی خود؛ مغین می‌شود. جای ۴ رقم را» در بین ۱۰ رقم به ,07۴ 
طریق می‌توان انتخاب کرد و 


اه ۱ 
7 


,6 
می‌توانستیم» به‌جای رقم‌های ۰۱ جای رقم‌های ۲ را معین کنیم که به 


00۱, < 0۱, << ۰ 


تمرین‌ها 


۵ به‌شرط ۲ > این مجموع را محاسبه 1 
ا(۱ - )(۱ - 0) + ...۰+ ۱()6+۱(۱ +4) + اما ۰ + اما 


1 عددی طبیعی است. این مجموع را محاسبه کنید. 


5 ۳ ‌ 

+۳ +۲۲ ۲ ۳ +۲۲ +11 2 
۲ »1و ۱ 

۲(۱ +64) +۱۱ +0) + او 


یر زو 
1 


و۳ 


۷ :7 عددی است طبیعی که بر ۵ بخش‌پذیر نیست. عدد طبیعی ۲ 
را طوری پیدا کنید که برابری ۱۰۳۴ * 70 << !7 ممکن باشد. 

۸ با رقم‌های ۰۱ ۰۲ ۰۳ ۴ و ۰۵ همه عددهای پنج‌رقمی ممکن را 
بدون تکرار رقم‌ها؛ ساخته‌ايم. 

الف) چند عدد با رقم ۳ آغاز نمی‌شود؟ 

ب) چند عدد با رقم ۵۴ آغاز نمی‌شود؟ 

۹ الف) تعداد تبدیل‌های همه عضوهای یک مجموعه بیشتر از 
و و ۱۰ شده است. این مجموعه. دست‌کم جند عضو می‌تواند داشته باشد؟ 

ب) اگر تعداد تبدیل‌های عضوهای یک مجموعه کمتر از ۵۰۰ باشد؛ 
این مجموعه حداکثر خند عضو می‌تواند داشته باشد؟ 

۰۵ سه زوج زن و شوهر» در یک رستوران» پشت یک میز نشسته‌اند 
(هر سمت میز» ۳ نفر). اين ۶ نفر» به چند طریق می‌توانند بنشینند که 
همواره» هر زن روبه‌روی شوهر خود باشد؟ 

۳۱ با پنج رقم ۰ ۰۱ ۰۲ ۰۲ ۰۲ همه عددهای پنج‌رقمی را نوشته‌ايم؛ 
البته پدون تکرار یک یا چند رقم. چند عدد پنج‌رقمی به‌دست می‌آید؟ 

نها که اه ۳ .نت نز 

۳ از معادلا ۱۸۸۷ < 43 مقدار 7 را بیدا کنید. 

۴ نمودار تابع‌هایی را رسم کنید که ضابطةٌ آن‌ها داده شده است 
(دامنه تابع‌ها را (۴ ,۲,۳ ,۱ ,ه) 6 7 بگیرید) : 

لف) ,۲ < ۷+ ب) ۸۲ < ا؛ ج) ۴ < ل1. 

۵ ابیت کنبد: 


وس وا عد تم (۱ 
۳ ع- 0 + 03۳۱ +... + پل + 0 + 0 (۲ 


۱۳ 


خآ بسن ۰ کتاب و ۸ مجله. می‌خواهيم یک بسته پستی شامل ۳ 


۷ این معادله را حل کنید: 


۳ ح ۲ ...+ 0 3 


۸ با سه گلولة سیاه» یک گلوله سفید؛ یک گلولة آبی و یک گلولة 
فرمز» چند ردیف مختلف چهارتایی می‌توان درست کرد؟ 

۹ چند عدد چهاررقمی وجود دارد که در هرکدام آن‌ها؛ دو رفم 
زوج و دو رقم فرد وجود داشته باشد؟ 

۵ چند عدد شش‌رقمی وجود دارد که مجموع رثم‌های هریک از 
آن‌هاء عددی فرد باشد؟ 

۱ م مهره سفید و و مهرهٌ سیاه (4 < ) در اختیار داریم. همه 
مهره‌ها راء به چند طریق می‌توان در یک ردیف په‌نحوی قرار داد که هیچ دو 
نهر سیاهی؛ در کتار جم تباشند؟ ۱ 

۲ در یک ۱۰ضلعی کوزژ. می‌دانيم هیچ سه قطری از یک نقطه 
نمی‌گذرند. قطرهای این ده‌ضلعی در چند نقطه یکدیگر را قطع می‌کنند؟ 

۳ مر ضلم مربع را به ۵ بخش تقسیم کرده‌ايم (لازم نیست» این 
بخش‌ها با هم برابر باشند). چند مثلث می‌توان ساخت که؛ راس‌های آن‌ها؛ 
در این نقطه‌های تقسیم پاشند؟ 

۴ می‌خواهيم از بین چهار زوج زن و شوهر» گروهی شامل سه نفر 
برای بحث دربارهٌ موضوعی تشکیل دهیم. به چند طریق ممکن است؛ به 
شرطی که 


الف) در گروه سه نفر از هشت نفر به دلخواه انتخاب شوند؟ 


۱۵۳ 


ب) گروه شامل دو زن و یک مرد باشد؛ 

ج( در گروه دو عضو یک خانواده وجود نداشته باشند؟ 

۵ بن ده نمونه از یک کالا» سه نمونه نافص است. شش نمونه از 
این کالا را به تصادف انتخاب کرده‌ايم. احتمال این‌که درست دو نمونه از این 
شش نمونه انتخابی ناقص باشد؛ چقدر است؟ 

۶ ۶ مهره به سه رنگ در اختیار داریم : از هر رنگ ۱۲ مهره. ۱۲ 
مهرٌ هر رنگ راء از ۱ تا ۱۳ شماره‌گذاری کرده‌ایم. اگر به تصادف سه مهره 
از ۳۶ مهره را انتخاب کنیم؛ با چه احتمالی؛ یکی از اين سه مهره؛ و تنها 
همان یکی» شمار؛ٌ ۱ را دارد؟ 

۷ از بین ۱۰ گلول هم‌رنگ و هم‌اندازه» با شماره‌های از ۱ تا »۰۱ 
شش گلوله به تصادف انتخاب کرده‌ايم. چه احتمالی وجود دارد که» در بین 
این شش گلوله: الف) شمارهُ ۱ وجود داشته باشد؛ ب) شماره‌های ۱ و ۲ 
وجود داشته باشند؟ 

۸ در جعبه‌ای ۲ گلولة سفید و ۳ گلولةٌ قرمز وجود دارد. ۲ گلوله به 
تصادف از آن بیرون آورده‌ايم. چه احتمالی وجود دارد که از این دو گلوله: 
الف) تنها یکی قرمز باشد؛؟ ب) هردو قرمز باشند؛ ج) دست‌کم یکی فرمز 
باشد؟ 

۹ ۲ ۰۲ 0۳ و ۰0۲ چهار پیش‌آمد هستند که هرکدام از آن‌ها؛ 
می‌تواند رخ بدهد و می‌تواند رخ ندهد. اگر چهار پیش‌آمد را با هم در نظر 
بگیریم» چند پیش ‌آملٍ ممکن وجود دارد؟ آن‌ها را نام ببرید. 

۰ در ظرفی ۱۰ گلولة سفید و ۵ گلولهٌ سیاه وجود دارد. ۳ گلوله: 
به تصادف؛ از ظرف پیرون می‌آوريم. احتمال چه ترکیبی از رنگ‌ها؛ در این 


۱ ۵ ۵ 


ها . بردار و محاسبه برداری 


5 ورود به موضوع 

۱ ریاضیات در رابطه با زندگی و عمل. گالیله می‌گفت: ریاضیات 
زبان طبیعت است و برای شناختن طبیعت و آشنایی با قانون‌های حاکم بر 
طبیعت باید اين زبان یعنی ریاضیات را فرا گرفت. به‌جز این باید گفت : 
ریاضیات» درضمن. زبان زندگی است؛ بدون ریاضیات. نمی‌توان زندگی را 
شناخت و نمی‌توان بر دشواری‌های آن غلبه کرد. 

ولی طبیعت و زندگی؛ پیچیدگی‌های بسیار دارند و به سادگی نمی‌توان 
آن‌ها را شناخت. زندگی روز به روز بغرنج‌تر می‌شود و» همراه با آن برای 
تحلیل و توضیح جنبه‌های مختلف زندگی (از اقتصاد و صنعت گرفته تا 
پزشکی و جامعه‌شناسی و روان‌شناسی)» به ریاضیاتی بیچیده‌تر» بیش‌رفته‌تر 
و دفیق‌تر نیاز دارد. به همین ترتیب» هرچه در ژرفای قانون‌مندی‌های حاکم 
بر طبیعت بیشتر فرو رویم خود را نیازمند به ابزارهای تازه‌ای در ریاضیات 
می‌بينيم. پیچ‌ها و مهره‌های طبیعت. با یک آچار باز نمی‌شوند و گاه؛ برای 
درک طبیعت. ناچاريم ابزار تازه و تازه‌تری بسازيم. 


۱۵۶ 


ریاضیات هرگز کهنه نمی‌شود کشف‌های تازه و ابزارهای تازه در 
ریاضیات» به‌معنای دور ریختن کشف‌های قبلی و کنار گذاشتن ابزارهای 
پیشین نیست. پیشرفت ریاضیات» به معنای نابودی ریاضیات کهن و جانشینی 
انلیشه‌های نو لیست» پلکه به این معنا است که لباس تاژه‌ای بر قامت ریاضیات 
بدوزیم اندیشه‌های بیشین را سوهان بزنیم؛ نیازهای تازه را (چه برای حل 
دشواری‌های زندگی و چه برای شناخت بهتر طبیعت) با دقیق‌تر کردن ابزار 
کار خود؛ یعنی ریاضیات ‏ برطرف کنیم. 


۰ ح- لا + ۵ 


اين» عملی درست است و هرگز از بین نمی‌رود. ولی اگر از کاربرد آن آگاهی 
نداشته باشیم» ممکن است دچار اشتباه شویم. برای به‌کار گرفتن هر عمل و 
هر قانون ریاضی. باید از جا و میزان کاربرد آن آگاه بود. وقتی یک شیمی‌دان؛ 
۵ لیتر آب را با ۵ لیتر الکل مخلوط می‌کند؛ به‌جای ۱۰ لیتر» ٩۳‏ لیتر آب 
و الکل به‌دست می‌آورد. اين نتیجه به معنای نقض قانون ریاضی نیست؛ 
بلکه به معنای بیچیدگی فانون‌های حاکم بر طبیعت است؛ به‌معنای آن است. 
که باید بدانیم؛ برای عمل» در کجا باید از اين ابزار ریاضی استفاده کرد و 
در کجا از ابزاری دیگر. ریاضات مل یک موجود زنده عمل می‌کند : در 
حرکت است» خود را تصحیح می‌کند» در هرجا ابزار ویژهُ آن را به کار می‌برد 
و هرگز قانون‌های اصلی خود را نقض نمی‌کند. تنها هميشه هشدار می‌دهد 
که» از هر دستوری یا فرمولی؛ در جای خودش استفاده کنید؛ وگرنه دچار 
اشتباه می‌شوید. 

۲ عمل کرد نیرو و ریاضیات. به همان عمل سادهٌ جمم برگردیم. فرضص 


۱۷ 


شکل ۱۲ 


کنید» دو نفر که نیرویی برابر دارند» بخواهند جعبه‌ای را روی زمین مسطخ؛ 
با صرف نیروی خود حرکت دهند. فرض کنید هریک از این دو نفر» بتوانند 
در دو دقیقه» جعبه را به اندازُ ۵ متر جابه‌جا کند. اگر اکنون؛ دو نفر با هم 
عمل کنند» چه پیش می‌آید؟ 

آیا هميشه و در هر حال» می‌توانند در دو دفیقه» جعبه را »۱ متر جابه‌جا 
کنند؟ روشن است که نتبجهٌُ صرف نیروی این دو نفر» بستگی به این دارد که 
چگونه و در چه جهتی به جعبه فشار وارد کنند. فرض کنیم» دو طناب به 
جعبه پسته پاشند و» هر نفر» با کشیدن طناب جعبه را به جلو ببرد. جعبه را 
به صورت یک نقطه و با حرف () نشان می‌دهیم. 

۱) فرض کنیم؛ دو نفر» جعبه را در یک راستا و به یک سمت بکشند. 
می‌توان کار دو نفر را از هم جدا کرد به اين ترتیب که در آغاز» یک نفر 
جعبه را روی محور 77 و در جهت مثبت دو دقبقه حرکت دهد تأ جعبه 
به نقطه ۸ با طول برابر ۵ برسد؛ سپس نفر دوم کار را ادامه دهد و جعبه 
را روی همان محور ۵ و در همان جهت مثبت» دو دقیقهٌ دیگر به جلو 
ببرد. جعبه به نقطهٌ 13 با طول پرابر ۱۰ می‌رسد (شکل ۱۳). در این‌جا همان 
برابری ۱۰ ح- ۵ + ۵ به‌دست مر آید, می‌توال نوشت : 


جر -- ۸ + ۸( 


پار‌خط‌های راست کوچکی را که روی ۰0۸ ۸۶ و 8) گذاشته‌ايم» به 
این معنا-بگیرید که مثلاً در ۰00۸۸ حرکت از 0 به ۸ است. با اين شکل 


۱۵۸ 


نمادین نوشتن» ۸۶ با 92 فرق دارد: بعی از ۸ به ‏ و 19۸ 
یعنی از 17 به ۸. به زبان دیگر؛ اگر به مفهوم محور توجه کنیم ۸ 
به‌معنای ۵+ است (زیرا از ۸ به ۰123 در جهت مثبت محور است)؛ ولی 
۸ به معنای ۵- (زیرا حرکت از 7 به سمت ۰۸ در جهت منفی است). 
به این ترئیب» وفتی با پاره‌خط‌های راستی که بر یک محور فرار دارند؛ 
سروکار داشته باشیم؛ با گذاشتن نماد «-» در بالای آن‌ها؛ در وافع؛ علامت 
عددی را مشخص کرده‌ایم که معرف طول و جهت باره‌خط راست است. به 
همین جهت؛ مثلاٌ ۸۸0 را می‌خوانند : «مقدار جبری باره‌خط راست ۳ 4۸۸. 
اگر هدف بیان طول باره‌عط راست ۸ (بدون توجه به جهت آن) 
باشد. می‌نویسند ۸4| (بخوانید طول پارهخط راست ۸1/) و اگر منظوره 
بیان مقدار جبری پاره‌خط راست ۸1 باشد» می‌نویسند ۰۸/۶ بنابراین اگر 


۵ < |۸۳ و جهت مثبت محور از ۸ به سمت 9 باشد؛ آن‌گاه 
۵- - ۸ 9] جح ارا ۸4 


و درنتسجه : ه - ۸ + و ۸. 

۲ اکنون فرض کنید دو نفری که طناب را می‌کشند» در روی محور 
2 پکی به سمت راست و دیگری به سمت چپ حرکت کند (شکل ۱۳ 
الف). روشن است که جعبه» در نقطةٌُ 0 باقی می‌ماند و از آن‌جا تکان 
نمی‌خورد. اگر در این‌جا هم کار دو نفر را از هم جدا کنیم» مثل این است 
که نفر اول جعبه را از () به ۸ ببرد؛ سپس نفر دوم جعبه را از ۸ به 0 
برگرداند. نتیجهٌ دو عمل این است که جعبه» در همان نثطه نخستین خود؛ 
یعنی (۰6 قرار می‌گیرد. در واقم؛ برای شکل ۰۱۳ الف 


هم > (۵-) + (۵+) < ]0 +0۸4 


0۸ + ۸0( ۰ 


ابزار ریاضی تازه» برای این عمل؛ به کار گرفتن مفهوم محور و» همچنین 
جدا کردن عددهای مثبت و منفی از یکدیگر است. 

۲ اگر فرض کنیم. یروهای برابری که به جعبه وارد می‌شوند. در یک 
راستا نباشند و زاویه‌های برابر ۱۳۵ درجه ساخته باشند (شکل ۱۴-الف). 

در این‌جا» دیگر نمی‌توانیم» مقدار و اثر نیروهای 0۸ و ۵3 را به 
کمک مقدار جبری آن‌ها (یعنی با نمادهای 0 و 00) نشان دهیم زیرا 
آن‌ها در یک راستا نیستند؛ محوری وجود ندارد که از هردوی آن‌ها بگذرد. 
در این‌جا باید نماد دیگری برای آن‌ها در نظر بگیریم. اين نماد را به‌صورت 
(ب) در نظر گرفته‌اند و می‌نویسند: 0۸ 0 برای این نماد نامی هم 
برگزیده‌اند: پردار. 

از آن‌جا که بردارها در راستاهای مختلفی هستند و روی یک صفحه 


ن ۱۴ 


می تو انند در هر جایی قرار گیرند؛ ناچاریم؛ به‌جای یک محور؛ از دو محور 
یعنی دستگاه محورهای مختصات استفاده تیم 

میداء مختصات را بر نقطهٌ () و محور 22 را بر امتداد 0۸ و جهت 
مثبت را از 0 به ۸ می‌گيريم. به‌طور طبیعی؛ تکلیف محور ۷ روشن 
می‌شود (شکل ۴ب 

در این‌جا هم کار دونفری که می‌خواهند جعبةٌ (0 را جابه‌جا کنند؛ از 
هم جدا می‌کنيم : اول یک نفر ؛ 0 را به نقطهٌ (۰ ,۸)۵ منتقل می‌کند وه 
باید با یت مشت محور ون زاویه‌ای برابر ۱۳۵ در حه تیا 7 و حهت از 
۸ به اه همان جهت از ما به ظ باشد. 


این ترتیب» نتیجُ کار دو نفرء به‌معنای جابه‌جا کردن جعبه؛ از 0 به 


0 است؛ یعنی مجموع دو بُردار 0۸4 و 07 برابر بردار 0262 می‌شود: 
0-60 + 0۸ 


۸/5 متوازی‌الاضلاع است. بنابراین 


۵ 
(۰۷/۲- ۲)- < وه ج وت + پر < 2 ۲ 7 


۱ 
۲ 2 و۷ 2 ولا + بر لا لا + ولا 


( ۶ () که طولی برابر ۵ دارد » وتر مثلث فائم‌الزاویه ژِ متساوی‌السافین 02021 
است) بنابراین؛ با در دست داشتن مختصات نقطه‌های () و ۰0 طول بردار 


۱ 


شکل ۱۵ 


- ۷/۲۵۲۲ - ۷/۲ < ۵۷۲-۲ 2۶۸۵ 


۴ نیروهایی را که بر نقطهٌ () وارد می‌شوند» به هم نزدیک‌تر می‌کنیم. 
۸ را روی محور 2 و 013 را روی محور "1 می‌گيريم (جهت نیروهایی 
که دو نفر بر نقطةٌ 0 وارد می‌کنند» بر هم عمودند - شکل ۱۵). اگر یروهای 
دو نفر را؛ جدا از هم در نظر بگیریم؛ نفر اول جعبه را به نقطهُ ۸ می‌رساند 
و» سپس نفر دوم آن را از ۸ به ) می‌برد. چهارضلعی ۸0/1( مربعی 
است با ضلم به طول ۵ و بنابراین» طول قطر آن برابر ۵۱/۲ می‌شود: 


0۸ + 018-06: 00| < ۵۷۲ 2۶۷۷ 


۱۳ 


۵ نیروها را باز هم نسبت به یکدیگر نزدیک‌تر در نظر می‌گیریم. فرض 


نیروی ۰00۸ نقطهٌ 0 را به ۸ و» سپس نیروی 40 (نیروی نفر دوم؛ برابر 
7 آن را از ۸ به /) منتقل می‌کند. درنتیجهٌ عمل دو نیرو» جعبه از نقطه 
ِ( له نقطه 0 هی ز ۵ (شکل 1۳ 


08-60 + 0۸ 
به کمک متوازی‌الاضلاع متتصات:رآس را یهفست فی‌آید : 
(۸)۷,۷) 
دزاججهه مر جرا طزن برداز 2 را موس آوود: 


٩‏ بح ۷۰/۲ -- ۷۲ بد 7۷۲ عع بای 


در این جا؛ نیروها نزدیک ب هم بو دید (باهم زاویه‌ای می‌سازند که نزدیک 
باه ۱۶ درحه و ۳ دفقه است ) ؛ بید هشمسن دلیل » تا بردارهای 0۸ ژ 


۱۶۳ 


0 طولی نردیک رد مجموع معمولی دور عدد ۵ و ۵ بیدا گ‌د, 

ننیجه مهم . اگر بردارهای دلخواه ۸4 و 08 را در نظر بگیریم» همیشه 
داریم : 

0۸ + 08-60 

که در آن» [) راس متوازی‌الاضلاع 1 /۸0() است. 

این نتیجه را به‌صورت دیگری هم می‌توان بیان کرد : 

8 ۸ ۴ 3 ر سب نقطه دلخواه از ۳ می‌گيريم» در این صورت 
)۱( ۸-0 + 0۸ 
و اووشن ای که( - ۲ باراد 


(۲) + رد هرز 


(روی ۰ نشانه بردار گذاشته‌ايم. آن را بخوانید: بردار صفر). 

به این ترتیب اگر سه نقطه ۰۸ ۶ و ۰0 روی یک خط راست باشند؛ 
(۳) » > 0۸ + 30 + ۸۳ 
یعنی » مجموع مقدارهای جبری ۰۸17 لا و ۸ برابر صفر است وه اگر 
۸ 1 و ۶ روی یک صفحه باشند : 
(۴) 0۸۰ + 30 + ۸9 
یعنی» مجموع بردارهای 2 20 و 0۸ که بر یک صفحه قرار دارند؛ 


۱۶۴ 


شکل ۱۷ 


تعمیم نتیجه. ۱ پرای ۰ نقطه دلخواه ۰۸4 ۰ . ...۰ با و ۸1 واقع 
بر یک خط راست» همیشه داریم : 


(۵) مد ۷۲۸ + رز + ... +0 + ۸ 
و برای 7 نقطه دلخواه واقم بر صفحه : 
2 ۸۸۲۰ + ۲۸ +80.4 + ۸8 


این رابطه‌ها از اساسی‌ترین رابطه‌ها» برای محاسبه‌های برداری هستند. 
مثال ۱. مکعب "۸2010۸20۱1 را در نظر می‌گيريم (شکل 
۷ در نقطه "۵ وزنه‌ای قرار دارد که می‌توان آن را در طول یک دقیقه؛ 
به یکی از راس‌های مجاور آن ("۰[2 (] یا ۸) با صرف نیرو منتقل کرد. سه 
نفر اين وزنه را؛ به طور هم‌زمان» یکی به سمت 9 دیگری به سمت ۳] 
و سومی به سمت ۸ می‌کشند. بعد از یک دفیقه» وزنه در کجا قرار می‌گیرد؟ 
حل. برای نیروهای ۸٩12"‏ و ۸ داریم : 


۸ + ۸-۲ 


۱۶۵ 


اکنون باید مجموع دو نیروی "۸0 و ۸۳۸ را پیدا کنیم (شکل ۱۷). 
۸ متوازی‌الاضلاع است» بنابراین 


۸0۷ ۸۱۸-0 


و درنتیجه 

۸-0 + ۸ + اج ۸4 
اگر مکعب ما؛ ضلعی به طول واحد داشته باشد؛ آذوقت خواهیم داشت 
۳ ۱ | (چرا؟). 

م‌توادايم به‌جای بردارهای "۸12 و ۰۸۳۸ بهتریب اج بو 6۳ 

را انتخاب کنیم» دراین صورت. باتوجه به رابطه 0۵ به همان نتیجه لازم 
می‌رسید‌یم : 

۸۱ + 0 + 0 


۶8 تعریف بردار. 

۱ تا این‌جا به یاری مفهوم یرو (دفیق‌تر» به یاری نیروهایی که بر یک 
جسم وارد می‌شود)؛ کم و بیش با واه بردار آشنا شدیم. نیرو یک مفهوم 
فیزیکی و بردار یک مفهوم ریاضی است. به‌جای نیرو» می‌توانستيم از مفهوم 
سرعت يا از مفهوم میدان الکتریکی و مغناطیسی یا به‌طور ساده؛ از مفهوم 
جابه‌جایی استفاده کنیم. همه این‌ها؛ به فیزیک و مکانیک مربوطاند» در حالی 
که بردار» یک مفهوم ریاضی است. 

ریاضیات» با انتزاع‌ها سروکار دارد ولی بل همه 4 مفهوم‌های انتزاعی 
ریاضیات را؛ باید در پیش‌آمدهایی جست‌وجو کرد که در دنیای واقعی و در 
طبیعت و جامعه رخ می‌دهد. ریاضیات با بررسی پدیده‌های مختلف» آل‌چه 
را به «کمیت» و «مقدار» مربوط می‌شود از آن‌ها جدا می‌کند و با کشف 


۱۶۶ 


قانون‌های حاکم بر این کمیت‌ها» راهی برای مطالعةٌ دفیق اين پدیده‌ها پیدا 
می‌کند ... و این عمل را؛ انتزاع گویند. در ریاضیات از تغییر مکان جسم؛ یا 
نیروهایی که بر آن وارد می‌شود؛ از سرعت با شتاب جسم و يا از شدت میدان 
الکتریکی یا مغناطیسی صحبت نمی‌شود. در ریاضیات از بردار صحبت 
می‌شود که» مفهوم آن و قانون‌های آن؛ در همه آن‌ها کاربرد دارد. انتزاع؛ 
یکی از نیرومندترین ابزارها» برای شناخت قانون‌مندی‌های حاکم بر طببعت و 
جامعه است. ار ردیای مفهوم‌های انتراعی ریاضیات را دنبال کنیم» سرانجام 
به وآقعیت‌ها و بدیده‌های بیرون از ذهن می‌رسیم و؛ به همین مناسبت است 
که ریاضیات با هم انتزاعی بودن خود. تا به این اندازه کاربرد دارد و به 
گفتة خیام به پیشگامی سزاوارتر است». 

مفهو م بردار؛ از انتزاع ریاضی بدیده‌هایی به دست امده که با مقدار» و 
(جهت» خود مشخص می‌شوند. وقتی وجه مشترک این گونه بدیده‌ها را» جدا 
از ماهیت فیزیکی آن‌ها در نظر بگیریم مفهوم «بردار» به‌وجود می‌آید. بردار؛ 
نه سرعت است و نه شدت میدان مغناطیسی؛ بردار یک مفهرم ریاضی است 
که البته » در دانش‌های گوناگون؛ مثل فیزیک و مکانیک و هندسه کاربرد دارد. 

«محاسبةٌ پرداری»» در رابطه‌ای تنگاتنگ با نیازهای مکانیک و فیزیک 
شکل گرفت. تا سدٌ نوزدهم میلادی» برای حل مساله‌هایی که به بردار 
مربوط می‌شدند» از روش مختصاتی و دستگاه محورهای مختصات استفاده 
می‌کردند ) یعنی عمل روی بردارها را؛ منجر به عمل روی مختصات آن‌ها 
می‌کردند (ما هم در این‌جا» در آغاز کار» همین روش را به‌کار گرفتیم). 
از میانه‌های سدهُ نوزدهم و با تلاش بسیاری از ریاضی‌دانان و فیزیک‌دانان؛ 
(محاسبة برداری» یدید آمد. در «محاسبهٌ برداری»؛ عمل‌ها به‌طور مستقیم 
روی خود بردارها؛ بدون استفاده از روش مختصاتی» انجام می‌شود. «ویلیام 
هامیل‌تون» ( ۵-۱۸۰۵ ۱۸۴ مبلادی) ریاضی‌دان ایرلندی و «هرمان گراسمان» 
(۱۸۰۹ ۱۸۷۷ میلادی) ریاضی‌دان آلمانی را باید بایه‌گذار «محاسیة برداری» 


۱۶۷ 


دانست که در فاصله سال‌های ۱۸۴۴ تا ۱۸۵۰ میلادی» نظریه «عددهای 
فوق مختلط» را به‌وجود آوردند. «جیمس کلرک ماکسول» (۱۸۷۹-۱۸۳۱ 
میلادی)» فیزیک‌دان انگلیسی؛ در نوشته‌های خود دربار الکتریسیته و 
مغناطیس از این اندیشه‌ها استفاده کرده است. «محاسبه برداری» به صورت 
امروزی آن را؛ باید مدیون «ژییس» (۱۹۰۳-۱۸۳۹ میلادی) فیزیک‌دان 
امریکایی بدانیم. فضيه اصلی «نالیز برداری» را «استروگرادسکی» دانشمند 
روسی ثابت کرد و به‌ویژه. کتاب «آنالیز برداری»» نوشته «سومُوف» دانشمند 
دیگر روسی که در سال ۱۹۰۷ منتشر شد سهم بزرگی در تنظیم دقیق 
(محاسبه برداری» دارد. 

۲ گرچه ممکن است عجیب به‌نظر آید» برای تعریف بردار به 
دشواری‌هایی برمی‌خوریم. روش‌های گوناگونی برای نزدیک شدن به تعریف 
بردار وجود دارد. حتا اگر خود را به روض‌های هندسی محدود کنیم (راهی که 
در این‌جا از آن استفاده کرده‌ایم)» باز هم دیدگاه‌های متفاوتی برای بیان مفهوم 
بردار وجود دارد. با همه این‌ها» باید تعریفی را بذیرفت و براساس آن عمل 
کرد. اگر بخواهيم با دید هندسی بردار را تعریف کنیم» باید تعریف زیر را؛ 
که هم درست است و هم ساده؛ بپذيريم : 

بردار» به خانواد؛ همه باره‌عط‌های راستی گفته می‌شود که با هم موازی 
و در یک جهت‌اند و درضمن, درازایی برابر دارند (شکل ۱۸). 

به این ترتیب» بردار عبارت است از مجموعه‌ای بی‌پایان از باره‌حط‌های 
راست جهت‌دار. از هر نقطةٌ صفحه. یک باره‌عط راست آغاز می‌شود؛ 
درضمن همه این پاره‌خط‌های راست» موازی و در یک جهت‌اند و درازایی 
برایر دارند. 

بردار را» روی شکل. با پاره‌خط راستی که به‌وسیله نشان پیکان» جهت‌دار 
شده است» نشان می‌دهند (یعنی» به‌جای همه باره‌خط‌های راست معرف یک 
بردار» تنها یکی از آن‌ها را در نظر می‌گیرند). در نوشته‌های چاپی بردار را 


۱۶۸ 


با حرف‌های کوچک لائینی و به‌صورت درشت (حرف سیاه) نشان می‌دهند : 
8 ۰ » و غیره. ولی در نوشته‌های دستی (مثل وقتی که روی تَخته سیاه 
یا دفترچهُ خود می‌نویسیم) چون نمی‌توان حرف سیاه را از حرف نازک تمیز 
داد» بهتر است نشانه یک بیکان کوتاه روی حرف لاتینی بگذاریم تا به معنای 
بردار ناشد: 6 6: ۶ و غیره.. مراژای نردار وا؛ اغلب» با نماد قدرنطاق 
نشان می‌دهند: وا یا | ۵ |. 

وقتی بردار را به‌صورت یک پاره‌حط راست نشان می‌دهیم. باید به‌خاطر 
داشته باشیم که دو انتهای این پاره‌حط راست» حقی پرابر ندارند: پیکانی 
که جهت بردار را مشخص می‌کند» نشان می‌دهد که یکی از دو انتها؛ آغاز 
و دیگری بایان بردار است. در شکل ۰۱۸ از خانوادهٌ باره‌عط‌های راست 
جهت‌دار» یکی را به‌عنوان نماینده انتخاب کرده‌ايم که از نقطهٌ ۸4 آغاز می‌شود 
و در نقطهٌ ۲ پایان می‌یابد. چنین برداری را» رسم بردار 2 از نقطهٌ مفروض 
۸ گویند. بنابراین؛ بردار ۵ را می‌توان از هر نقط دلخواه وافع بر صفحه رسم 
کرد. معمول است که می‌نویسند : 


)۱( 2 2 
این برابری به‌معنای آن است که اگر بردار 3 را از نقطه ۸ رسم کنیم؛ 


۱۶4 


مور 4ب جهت از 6 به 9 مست ی‌آیدا به یل ساکگن کلر: 
مممول: شلله ایست. بردارها را ب‌صورت ۰۸4 0۸ او غیره نشان ذهند. ولی 
باید توجه داشت ۸ معرف همه خانواده بردار 2 نیست و تنها یکی از 
پارمخط‌های راست جهت‌دار متعلق به این خانواده رامعرفنی می‌کند. با همه 
این‌ها؛ ۸ درواقع تمامی خانواده را معرفی می‌کند» یعنی با در دست 
داشتن آن» می‌توان همه عضرهای خانوادهٌ بردار 2 را به‌دست آورد. به همین 
جهت» ضمن عمل روی بردارها ۸7 را می‌توان به هر جای دیگری از 
صفحه جابه‌جا کرد یعنی هر نقطه‌ای را که لازم باشد به عنوان آغاز در نظر 
گرفت و پارخط راستی موازی و هم‌جهت و با درازای ۸417 دسم کرد و؛ 
بهجای 4 عمل را روی آن انجام داد. 

«یادداشت . اگر بخواهیم دفت ریاضی را رقایت کنیم؛ بهتر است نماد 
را رای پار‌خط راست جهت‌دار با آغاز ۸ و پایان 8 به‌کار بریم و 
نماد 2 پا 4 را برای بردار (یعنی خانواده کامل این باره‌خط‌های راست). به 
این معنا؛ پرابری (۱) درست نیست» زیرا نمی‌توان خانواده‌ای را که شامل 
بی‌نهایت باره‌خط راست جهت‌دار است. با یکی از عضوهای آن برابر دانست؛ 
بنابراین» دقیق‌تر آن است که به‌جای رابطةٌ (۱)) بنویسیم : 


۸ 2 (۲( 


یعنی باره‌خط راست جهت‌دار ۸8 به خانوادهٌ باره‌خط‌های راست جهت‌دار 
3 (یعنی بردار 2) تعلق دارد. باوجود اين؛ اگر از این به بعد» رابطهٌ (۱) 
را به‌جای رابطةٌ (۲) به‌کار می‌بریم» نباید به معنای بی‌دقتی در کار بلکه به 
معنای پپیزوی از روش معمول: دانست. 

اگر دو پاره‌حط راست :1 ۳ 0 متعلق به یک خانواده» و مثلاً بردار 
2 باشند؛ گاهی آن‌ها را بردارهای برابر و گاهی بردارهای هم‌سنگ می‌گویند 
که البته؛ هیچ‌کدام را نمی‌توان دقیق دانست. 


۱۷9 


در برخی نوشته‌ها؛ وقتی بردار به مفهوم عام و دفیق آن باشد بردار ازاد 
و وقتی از نقطهٌ ابتی آغاز شده باشد (بعنی وقتی به‌صورت پاره‌خط راست 
جهت‌دار باشد)؛ بردار وابسته نامیده می‌شود. 

۳ چند تعریف. ۱) بردار صفر. به هر برداری که درازای برابر صفر 
داشته باشد؛ بردار صفر گویند. بردار صفر؛ جهت مشخصی ندارد: بردار 
صفر» از نظر جهت» نامعین است. در نمایش بردار به‌وسیله خط راست 
جهت‌دار» بردار صفر به هر برداری گفته می‌شود که آغاز و پایان آن بر هم 
منطبقی باشد: 

در .. 9-06 ۸-7 ۸ 

بردارهای ههراستا. همه بردارهایی را که با هم موازی باشند؛ بدون توجه 
به جهت و درازای آن‌ها بردارهای هم‌راستا گویند. به‌عنوان نمونه؛ بردارهایی 
که روی یک خط راست باشند. با هر آغازی؛ هر جهتی و هر اندازه‌ای؛ 

شعاع برداری. وقتی بخواهیم بردار را با پارهخط راست جهت‌دار نشان 
دهیم» می‌توانیم آغاز آن را در هر نقطه‌ای از صفحه (و در حالت کلی‌تر؛ 
در هر نقطه‌ای از فضا) انتخاب کنیم. معمول است؛ وقتی بردار ۰8 به‌وسیلة 
باره‌خط راست جهت‌داری با آغاز از نقطهٌ 0 انتخاب شود آن را با نماد 
((2)0 نشان دهند. 

ضمن حل بسیاری از مساله‌ها» برای ساده‌تر شدن راه‌حل» بهتر است 
یک نقطه ثایت را» به‌عنوان آغاز بار‌خط‌های راستِ جهت‌دار نمایندهة بردارها 
در نظر بگیریم. در این صورت (یعنی» وقتی آغاز بردارها نقطه ثابت و معینی 
باشد)» هر بردار تنها با نقطه پایان آن مشخص می‌شود 

0 را نقطة ثابتی از صفحه (یا فضا) و 8 را نقطه‌ای دلخواه در صفحه 
(یا فضا) فرض مي‌کنيم. در این صورت 0۳ را شعاع برداری نقطة * نسبت 
به () گویند. انتخاب اغاز مشترک برای همه بردارها؛ این سود را هم دارد که 


۱۷ 


۱٩ شکل‎ 


بین بردارها و نقطه‌های صفحه تناظر یک‌به‌یک برقرار می‌کند: هر نقطه از 
صفحه متناظر با یک بردار و ؛ برعکس» هر پردار متناظر با یک نقطه از صفحه 
است. شعاع برداری خود نقطهٌ (0) برابر بردار صفر است : 00-2 

بردارهای متقابل. اگر دو بردار 2 و ۰ همراستا و با طول‌های برابر؛ 
ولی در جهت‌های مختلف باشند به‌آن‌ها بردارهای متقابل گویند. گاهی دو 
بردار متقابل را بردارهای فرینه هم گفته‌اند. 

در شعل ۹ اگر زان ۸ منوازی‌الاضلاع باشد» آن‌وقت بردارهای 
۸۲ و 0 همچنین وهای 1 ۸0 و 09 بردارهای 

مثال ۲. می‌دانيم و0 1 دربارة بردارهای ۸0 و 70 جه 
می‌توان گفت؟ 

حل. وقتی 2 ۰۸8-0 آنوقت چهارضلعی 09 ۸40 متوازیالاضلاع 
می‌شود (شکل ۲۰)؛ درنتیجه» پاره‌خط‌های راست ۸4/۸ و (1] همراستا؛ 
هم‌جهت با طول‌هایی برابرند. بنابرلین ۰40012 


8 عمل با بردارها_محاسبه برداری 


تعریف بردار ) به خودی خود» نمی‌تواند مفهرمی برمضمون و سودمند باشد. 
ارزش مفهوم بردار و کاربردهای فراوان آن؛ وقتی آشکار می‌شود که بتوانیم 
امحاسبه برداری) را که بیشتر یی (محاسة هندسی» است ؛ سازمان دهیم ۴ 


۱۷۳ 


امکان تن تفریق و یکی رسته عمل‌های دیگر را دربارة آن‌ها به‌دست آوریم؛ 
درست مثل مفهوم عدد که اگر با عمل‌های حسابی روی عددها آشنا نباشیم 
به خودی خودء چیز جالبی به ما نمی‌دهد. 
شدیم و دیدیم . 

03-60 + ۸ 
که در آن؛ راس چهارم متوازی‌الاضلاع 2۸013) است 
(قانون متوازی‌الاضلاع) . همجن دیدیم » رای هر سه نقطهٌ ۵ 1 ۳ ُ( از 


صقحه ) همواره داریم : 
هن + 80 +۸۶ با 80-۸0 + ۸ 
و يا برای 1 نقطه دلخواه از صفحه 
)۱( + و0 د و د 9 
و یا 
»۰ عد۸ ۸ + ۶ ...+4 00 + 90 + م۸ 
وی گی‌های جمع. در (محاسبة برداریا) ویژگی‌های جمع عددها را به 
یاد می‌آورد. 
یی اون 9 فرع هب زور 
ویژگی دوم. *< (۸ -)+ ۸-۸ + ۸ 
وننگی چایفجای 2 2 00ید و 
یکی شترکت با رن : 
(طرزز + 0+ ۵9هر ور ب(ن + ۸) 


با استفاده از همین ویژگی شرکت‌پذیری بود که توانستیم سه یا چند بردار 


۱۳۳ 


شکل ۲۱ 


شباهت بین عددها و بردارها را می‌توان ادامه داد و مثلا برای تعریف 
تفاضل دو بردار و عمل روی برابری‌ها؛ از آن استفاده کرد. 
۲ تفاضل دو بردار. مثل حالت عددها؛ در این‌جا هم تفاضل 


0 - 0۸ 
به برداری مثل 2 می‌گوييم که اگر آن را با بردار 0 جمع کنیم بردار 0۸ 
به‌دست آید (شکل ۲۱). 
0۸ 2 0+ 4 0 -ِ 0۸ 
و یا بر به شکل ۲۱: 


2۸ 0 ت 0۸ 


درستی این برابری روشن است. زیرا اگر 018 - را به سخت راست برابری 


ببریم 6 نه‌دشت می‌آید : 
۸ + ۲ 0-<0۸ 
که باتو جه ده مجموع دو بردار ) درسعی آن روشن اس 


۱۷ 


۸ 


شکل ۲۲ 


مثال ۳. بردارهای 0۸۸ 001 00 و 012 در یک صفحه واقم‌اند 


و درازایی برابر دارند. ثابت کنید؛ اگر داشته باشیم: 
*س0 + 06 + 08 +0۸ 


حل. فرض می‌کنيم (شکل ۲۲): 


0۸ + 0۳8-0۷ 06 ٩+ 


جهارضلعی‌های ۲ ۸۸۸۷ و (] 0/۱۷ متوازی‌الاضلاع‌هایی هتنسان: 5ج 
هریک از آن‌ها دو ضلع مجاور برابر دارند» زیرا بتابر فرض مساله 


0۸۱۱08 | ۱0۵0۱۶۱۱ 


بر یکدیگرند. 


۱۷۵ 


شکل ۲۳ 


اکنون؛ به چهارضلعی (/) ۸ توجه می‌کنيم. بو این چهارضلعی 
داریم : 
۵0 - ۱۸۵۱ ,۱0۱ اقا 


یعنی» این چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است. ولی در این متوازی‌الاضلاع 
طول‌های دو فطر با هم برابرند (جرا؟)؛ بنابراین (1 :)۸۳ یک مستطیل 
است. 

۳ ضرب بردار در عدد. بنا به‌تعریف» اگر 3 برداری دلخواه و :1 عددی 
حقیقی (مثبت؛ منفی یا صفر) باشد. آن‌وقت حاصل‌ضرب ۵2 به برداری گفته 
می‌شود که با 2 موازی و درازایی || پرابر درازای 2 داشته باشد؛ درضمن 
دو بردار 8 و ۰/:2 در حالت مثبت بودن / هم‌جهت و در حالت منفی بودن 
در خلاف جهت یکدیگرند (شکل ۲۳). 

ضرب یک عدد در یک بردار» دارای همان ویژگی‌های ضرب عددها در 
یکدیگر است: 


۵4 ۰۵4۱۰ << ۰۵ (4۲۴) :۳۴۰2 ع< (7۵): 
۰ +ها ع (ط + واغ 


۱۷۴ 


نتیجه. اگر بردارهای 2 و ۰0 موازی باشند و درضمن ۰ 2؛ آن‌وقت 
روشن است. اگر جهت دو بردار 2 و 9 یکی باشد » < # و در حالتی 
که 8 و « در خلاف جهت یکلیگر باشند: * > 8. درضمن 


۹ 
| > 5 


ال ۰۴ الف) ملث ۸/90 را در نظر می‌گيريم و مینه‌هایآن را 
ار ای ۱ 0 از بردارهای ۳۷ اور و 00 
را بر سا بردارهای ۸ 20 ۳ ۸0 یز 
ب) آیا با می‌نوان هریک از بردارهای ۳۷ ور و 00 تنها برحسب 
دو بردار ۸13 و 190 نوشت؟ 
حل. الف) بنا به‌تعریف مجموع دو بردار داریم : 
۸ + ۸۸-۸ 
"4 وسط ضلع 0 و بردارهای ۲۸ ۳ 20 هم‌جهت اند ؛ بتابراین 
1۵ -- در هر 
به همین ترنسا؛ به‌دست ای 
ب ۱ سید نت ست نت 
۸0 + ۸ - ۸19 + 9-13۸ 
۱ 3 ِ 0 
۸4 ۳ 0 - < ۸۵0 + ۸ 0< 60 
ب) بله می‌توان» زیرا داریم 


۸0-۸ + 60 


۱۷۳۷ 


به این ترئیب» به‌دست می‌آید : 
۱102 ی ۸۸-۱ 
۸8 -(0ظ + ۸8)- ۸ - ۸0 > 8 
وس ب ۱ 
(۸ - 80)- - 
(۳ ۸ - (0)- << 6 
مخال ۵. سه نقطه ۸ 7 و ب) روی یک صفحه‌اند. ابت کنید» وفتی 


و تنها وقتی نقطه 1 بر حیط راست و قرار دارد که برای هر نقطه دلخواه 


0 از صفحه داشته باشیم: 
)۱( 8 ( - 0۱+ 0۸ <00 
که در آن؛ ۸ عددی حقبقی است. 


حل. ۱) فرض مي‌کنيم؛ نقطهٌ 0 روی خط راست ۸ باشد» در 


تم ت بست 
)۲( ۸ ۲ <ر)ز] 


نقطهٌ دلخواه 0 را روی صفحه در نظر می‌گيریم؛ اين دو برابری روشن‌اند: 
۸ + 8۸-80 06+ 30-80 
بنابراین؛ برابری (۲) به‌ترتیب چنین می‌شود: 
0۸ + 06-۷80 + 20 


۱۷۸ 


سس یس 


00 - 08-04۸4 - 08( 
00-10۸4۱۱-۷8 


که همان شرط (۱) است: برای این‌که نقطهٌ /) بر خحط راست ۸۸ وافم 
باشد لازم است شرط (۱) پرقرار باشد. 
۲) ثابت می‌کنیم؛ کافی است شرط (۱) برقرار باشد تا نقطةٌ () بر خط 
راست ۸1 قرار گیرد. 
شرط (۱) را به‌این ترتیب» می‌توان تبدیل کرد: 
.0 08-۷ +۷0۸ 00 
08 - ۲0۸ 08 - 00 
0 + 80 06 + 130 
۸ 190-۷ 


و این برابری تنها وقتی برقرار است که؛ بردارهای 0 و 13۸ با یک خط 
راست موازی باشند یعنی وقتی که نقطةٌ 7 بر خط راست ۸17 فرار گیرد. 

۴ تجزیه یک بردار به دو بردار عمود بر هم. بردار ۸۸) را در نظر 
می‌گيريم (شکل ۲۴-الف). 

از نقطهٌ () نیم‌عط راست دلخواه 5() رامی‌گذرانيم» سپس ازنقطة (4 و 
در صفحهٌ ۰۸02 نیم‌خط راست 2۷) را عمود بر 2() رسم مي‌کنيم. اکنون 
اگر تصویر نقطهٌ ۸ را بر 02 و 02 به‌دست آوریم (3] و ۰0 آنوقت 
خواهیم داشت : 


05 + 06-۸ 


۱۷۹ 


و به اين ترتیب» بردار 00۸ به دو بردار 013 و 000 که عمود بر یکدیگرند؛ 
نجزیه می‌شود. 

درواقم؛ اگر 0۸ را در صفحه محورهای مختصات 70۷ در نظر 
بگیریم (شکل ۲۴-ب) و مختصات نقطه ۸ (یعنی مختصات بردار ۸ 0) 
را (2۱:1۷۱) بگیریم» برای نقطه‌های 3 و [6» یعنی بردارهای 013 و 00 
به‌دست می‌آید : 

89)2۱, ۰(, /)۰۱۷۰۱( 

در این صورت؛ بردارهای 0 3 06 را» مولفه‌های بردار 02۸ گویند. 

تجزیه بردار به دو بردار دیگر را می‌توان در حالت کلی انجام داد؛ ولی 
در این‌جا؛ تنها به تجزيةُ بردار به دو بردار عمود بر هم (که به‌ویژه در فیزیک 
و مکانیک کاربردهای فراوان دارد) بسنده می‌کنيم. 


تصویر بردار و مختصات بردار 
4 تصویر یک بردار بر یک محور. 2 را یک امحور و ۸43 را پار‌خط 


آراست جهت‌دار می‌گيريم (شکل ۲۵). 
تصویر نقطه‌های ۸ و 1۶ بر محور 22 (یعنی پای عمودهای وارد از ۸ 


و بار ۱ 


7 
كت 


۰ 
۱ 2 
ف‌‌ ۹ 1 


شکل ۲۵ 


و ] بر 22) را ۸۱ و 3۱ می‌ناميم. درازای پاره‌حط راست ۸۱۱ را وفتی 
مثت می‌گيريم که جهت از ۸۱ به ۱ با جهت محور 72 یکی باشد؛ در 
حالت عکس؛ آن را منقی می‌گيريم. در این صورت؛ 

اگر درازای ۹ (یعنی درازای تصویر ۸5 نز 2 را 2 ق قرجان 


واحل را بر اپن هجو ر ‏ / بنامیم ؛ می‌توان نوشت : 
1 * له ۳ 


که در آن؛ 7 عددی حقیقی است؛ درضمن بردارهای ۹ و 1 در یکی 
راستا هستند. 

اگر ۹7 را تصویر ۸ ۲ 2 را تصویر 09 فرض کنیم» 
آن‌وقت 

) تضویر متضوغقر پرفاز 4 و 3 6 بزتنن استتیا مضمی ۶ تضویرفاق 


الیس_۳ 


آن‌ها : 


0۱۱ سب ۹1 (0 0 + ۸۳) تصویر 


۱۸۱ 


۲) ار تصویر ۸ ر ۸۳۱ بنامیم) آن‌وفت 
۰ ۰« < (۸ ۰) تصلویر 


۲" تصویر بردار بر محورهای مختصات. بردار ۸ را روی صفحه 
منحورهای مختصات در نظر می‌گيريم و تصویرهای ۸ را بر محورهای 27 2 
و ۰۷۷ به‌ترتیب 2 و ۷ می‌نأميم (2 و رز عددهایی حقیقی هستند). در 
این صورت ( ,:2) را مختصات بردار ۸ در دستگاه محورهای مختصات 
0 گویند. 

اگر مختصات نقطٌ ۸4 را (2:,۷۱) و مختصات نقطه 7 را (۲,۷۲) 
بگیریم؛ آن‌وقت بردار :1 به مختضات (۷۲ - 1/۱ ,2۷ - 2۱) خواهد بود. 

اگر آغاز بردار را در مبداء مختصات بگیریم و آذ را بردار 0۸ بنامیم 
(۰۸ بایان بردار است) آن‌وقت (۷ ,2)» مختصات نقطة ۰۸ همان مختصات 
بردار 0۸ است و به یکی از این صورت‌ها نوشته می‌شود: 

۱ ۴ ۸ 0 ب(۸4)2:۷ ۵ و ۱ ۱ 0۸ 
1 ۳۸ 
مختصانت بردار 004 را ب‌ضوزت دیگری هم|می‌توان تغریف گزد. اگر 


4 و ژ را بردارهای واحد محورهای 22 و 1 بگیريم؛ می‌توان نوشت : 
ز .رد و ع0۸ 


اگر ۸8۱ تصویر ۸ بر محر بو و زاويهة نس ر ۸ ژِ و برایر 
به باشد (شکل ۲۶). از مثلث قائم‌الزاوية 7 ۸4۱ به‌دست می‌آید : 


۱۸۳ 


۳ 4 090 


که در آن» 7 در ازای تصویر ۸ بر محور 2 است. درضمن) زاوبه ۰6 
بین ۸49 ۳ 2 به‌معنای آن است که اگر جهت مت محور 22 را 
در جهت مثلتانی (عکسن جهت حرکت عقربه‌های ساعت) به اندازه ۵ دوران 
دهیم» بر جهت مثبت بردار ۸ قرار گیرد. بردار ۸ هم‌سنگ بردار 
۸ است و می‌دانيم» وفتی از بردار 1 صحبت می‌کنيم» می‌توانیم به‌جای 
آن؛ بر باره‌خط راست جهت‌دار دیگری را انتخاب کنیم که هم‌جهت با آن و 
با درازایی برابر آن باشد. به همین ترتیب» اگر 1 را بر محور "۷ تصویر 


کنیم؛ تسا هل ای 
0 91| 5 سح از 
مغال ۶. در مثلث ۸10 فرض می‌کنيم : 
» < ۸۱| ,ط < |۱۸ ,ه < |80 
زاویه‌های مثلث را با ۰4 9 و )6 نشان می‌دهيم. ثابت کنید: 
]ومع + 0 وم ه < » 


۱۸۳ 


شکل ۲۷ 


حل. بردارهای ۰13۸ 0۸ و 90 و محور "2 را موازی و هم‌جهت 
با 800 در نظر می‌گيريم (شکل ۲۷). روشن است که 
)۱( ۸ - ۸0-۸ + 30-8۸ 
از برابری (۱) نتیجه می‌شود: 
(:. عضوتن 840+ تضویر ارت تطلویر 962 
بردارهای ۰190 13۸ و 00۸ با محور ۰2/2 به‌ترتیب زاویه‌هایی برابر م ظ] 
63 - ۲ می‌سازند (شکل ۲۷ را ببینید). بنابراین 
,6 < ۰ 609 | 20 | << تصویر 80 رو 2 7 
,9 وم | 8۸ | 2 تویر 89۸ روی 2 27 
< (تصویر 0۸ روی2/2)- < تصویر ۸400 روی» "» 
0 > (0 - 09)7 | 0۸ اس < 
بنابراین» باتوجه به پرابری (۲) به‌دست می‌آید: 


وم + 0 و چد 0 


۱۸۴ 


به اين برابری) دستور تصویر هم می‌گویند. 


58 حاصل‌ضرب عددی يا حاصل‌ضرب اسکالر دو 
بردار 

اب« اگی نقزازاق داز ۸ را ۵ و درازای بردار 07 را 6 و زاویة 
سِ دو بردار را 0 بگیریم» بنابرتعریف» حاصل‌ضرب عددی دو بردار :1 و 
(]) برابر است با :۵ 05 60 : 


6 تن ۱۳ ِ ۱ 
0 و < ((0 ۰ ۸۳ )وه ۰ | رن |۱۰ ۸ | - ((/۸()0) 


از همین تعریفت پلافاصله نتیجه می‌شود 
(ظ00()۸) > (0)(ظ۸) 

در حالتی که یکی از بردارهای ۸13 با (1() برابر بردار صفر باشد» این تعریف 
معنای خود را از دست می‌دهد (زیرا نمی‌توان بین یک بردار و بردار صفر ) 
زاویه‌ای پیدا کرد)» باوجود این حاصل‌ضرب عددی دو بردار را برابر صفر 
می‌گیرند. 

ولی وقتی حاصل‌ضرب عددی دو بردار برابر صفر باشد» ممکن است 
هيچ‌کدام از آن‌ها برابر بردار صفر نباشند» زیرا اگر بردارهای ۸8 و 0 
بر هم عمود باشند. چون » < ۰609۹۰۳ حاصل‌ضرب آن‌ها برابر صفر 
می‌شود. 

برای دو بردار هم‌راستا (موازی با هم)» حاصل‌ضرب عددی برابر 
حاصل‌ضرب درازای آن‌هاست. مثلاً داریم : 


)۸(۲ ۸ ۰ ۸8 ۱ ۸8 ۱۰۱ ۸8 |60 ۰-۱8 ۱۲ 


۱۸ ۵ 


توجه کنید: حاصل‌ضرب عددی دو بردار» یک بردار نیست. بلکه یک 
عدد است (و به‌همین دلیل) تلسیه دو بردار بر یکدیگر؛ معنایی بیدا نمی‌کند). 
۲ اکنون به دستور محاسبهٌ حاصل‌ضرب عددی دو بردار» به‌یاری 
مختصات آن‌ها. می‌پردازيم. بردارهای 0۸-6 و 01-8 را در نظر 
می‌گيريم و فرض می‌کنيم : 
(۷۲ ,)۱ و(۱ل9 ر۸)۸ 


بتابرراین ) اگر بردارهای و احل ر روک محورهای‌مختصات ‏ به‌ترتیب گ (در 


جهت مثبت محور 72) و از (در جهت مثبت محور ۷ ) بگریم داریم: 


[ 4۷۲ 7 2۲ و ر ژر اد 1 ۱ << 6 


درضمن » می‌دانیم 
یت پیب ۱ ] چس 
۱ رح و ,۷ عد ۰ 608] :| | 7 اع و وس ۶ 


بنابراین خواهیم خاس‌کا 
 )۱ 1 ۳07 ۱ (‏ 0۱ ۶ 2۱) و 4 


۲ب 


اب 
۲ ۳ ۱۲ ع ‏ ز 1۱۲ ۳01 (۷۲۷۱ ٩1‏ 1)2۱۷۲ 4 1 2۱2۲ ع< 


به این ترتیب» حاصل‌ضرب عددی دو بردار را می‌توان با این دستور محاسبه 
کرد : 
۲ ۳- ۱7۲ 17 و 4 
مثال ۰۷ طول ضلع‌های مثلث ۸80 را ه < |۰۱80 9 < |40| و 
<< |۸1 می‌گيريم. ثابت کنید : 
وم ۲۵ - 9 + آه < ام 


۱۸۴ 


حل. این برابري برداری روشن است: 
4 - 08-۸-08 + ۸-۸0 


با مجذور کردن دو طرف برابری به‌دست می‌آید: 


۲ فست کت # ۲ ات 
ار رل - رن ۲ قرلات (۸4 


سس 
۷ 


ِ ۲ سب 
6 - 08) - ۸ 


و 0 -- ام 


وم ۲۵ - 9 + هد آم 


این دستور و دستورهای مشابه آن» یعنی 


,۲ - ۵ + آه - ار 
۵۸ -- 0 + و < ام 
به قضیه کسینوس‌ها مشهورند. به یاری این دستورها؛ با در دست داشستن 
طول‌های دو ضلع و مقدار راویه بین آن‌ها؛ می‌توان طول ضلع سوم را محاسه 
کرد. 


تمرین‌ها 

در بسیاری از متن‌های ریاضی بردار را به‌عنوان «پاره‌خط 
راست جهت‌دار» تعریف می‌کنند. درضمن. باره‌خط‌های راست جهت‌داری 
را که هم‌جهت و با درازایی برابر باشند» بردارهای برابر (و گاهی بردارهای 
هم‌سنگ) گویند. آیا این تعریف اشکالی دارد؟ 


۱۸۷ 


۲ نقطة (۵-,۸)۳ را جابه‌جا کرده‌ايم تا به نقطهُ (۴ ,۳--)۱] 
پرسد. می‌دانيم ۰۸-6 0-6 و (0)۲,۵. مختصات ظ را پیدا 
کنید. 

جگونه می‌توان بردارهای واقع بر صفحه را با دوجمله‌ای 0 + :62 
تعریف کرد؟ 

۳ . ثابت کنید» برای هر دو بردار دلخواه 2 و دا همیشه داریم : 

| + |ه| > (ط خه| > |ط| - |ه| 
۵۵ ۱ . ثابت 7 1 برای مریم 7:0 داریم : 
0 + 8-۸ + ۸0 

۶ نقطه‌های ۰۸ ۶ و 0 محیط دایره را به سه بخش برابر تشسیم 

کرده‌اند. اگر 6 مرکز دایره باشد؛ این بردارها را بسازید: 
,01 + 208 ۷ ,08 + 0۸ ۰ 
0 + 08 +20۸ ,0۸ + 2-00 7 

۷ گرانیگاه مثلث ۸0 (یعنی نقطٌ برخورد میانه‌های آن) 6۲ 
)۱( 00-۰ + 08 + 2۸ 
آیا عکس این قضیه درست است؛ یعنی اگر برای نقطهٌ 7) واقع در درون 
مثلث )۸ برابری (۱) را داشته باشیم. آیا نقطةٌ 7) در برخورد میانه‌ها 


فرار دارد؟ 


۱۸۸ 


۸ قطرهای متوازی‌الاضلاع | ( 0 ۸ را با ۵ ۸0 و - ] 
نشان می‌دهيم. بردارهای ۸ 10 0 و ۸ را برحسب 3 و ها 

نقطه‌های ۰۸۵۱ رظ» 0 بر و 7 روی یک صفحهاند 
به‌لحوی که هیچ سه نقطه‌ای روی یک خط راست نیستند. پنج‌ضلعی 
ب] ( 0 ۸ را طوری بسازید که نقطه‌های ۰۸۱ ۱ 0 ,را و 1 
وسط ضلع‌های آن باشند. 

۶ ثابت کنید. نقطه‌های وسط دو قاعدهُ ذوزنقه و نقطهٌ برخورد 
خط‌های راستی که از دو ساق می‌گذرند. روی یک خط راست واقم‌اند. 

۱ دستگاهی شامل دو معادلهٌ خطی دومجهولی داده شده است : 

6۱2 4 6:۷ << ۱ 

0 حقی 3 اس 

دربارهُ بردارهای (6۱,6۲) < ۰۵ (۶,۵۱) < ط و (6به) ع عم چه 
می‌توان گفت» اگر 

الف) دستگاه (۱) جوابی منحصر داشته باشد؛ 

ب) دستگاه (۱) جواب نداشته باشد؛ 

ج) دستگاه (۱) دارای بی‌نهایت جواب باشد؟ 

۱۶۲ از مرکز یک «#ضلعی منتظم خط راستی گذرانده‌ايم. ثابت 
کنید» مجموع فاصله‌های راس‌هایی که در یک طرف خط راست قرار دارند؛ 
تا این خط راست؛ برابر است با مجموع فاصله‌های راس‌های طرف دیگر خحط 
راست تا آن. 

تابث کنید» در هر متوازی‌الا ضلاع ‏ مجموع مجذورهای دو 
قطر» برابر است با مجموع مجذورهای چهار ضلم. 


۱ ۸۵ 


۲۴. مجمرع مجذورهای طول‌های سه ضلع مثلث معلوم است. 
مجموع مجذورهای طول‌های میانه‌های آن را پیدا کنید. 
۰۱۶۵ بارهخط‌های راست ۸ و (1/) مفروض‌اند و می‌دانیم : 


۱۸0۱-۱80 < ۱۸۵-۱8۵۷ 


ثابت کنید» خط‌های راست ۸ و ط1ن) بر هم عمودند. 


۶ ماتریس - دترمینان 
۶8 ورود به مطلب 


۱ در متن‌های ریاضی که از قوم‌ها و ملت‌های باستانی باقی مانده 
و بیشتر مربوط به خاورزمین» یعنی ایران» مصرء سرزمین میان‌دورود (یا 
بابل)» چین و ... است» برای انجام محاسبه‌های ریاضی و برای این‌که 
ناچار نباشند» هر بار عمل‌های ضرب و توان و جدر و غیره را پیش خود 
تکرار کنند» جدول‌هایی درست کرده و؛ در آن‌ها؛ نتیجه عمل‌های لازم مربوط 
به عددهای مختلف را ثبت کرده بودند و؛ برای رفم نیازهای محاسبه‌ای خود؛ 
به آن‌ها مراجعه می‌کردند. سندهایی از هزاره‌های پیش از میلاد در سرزمین 
«میان‌دوروده (که عرب‌ها به آن بین‌النهرین می‌گویند؛ یعنی بین رودهای دجله 
و فرات) به‌دست آمده است که در هرکدام؛ به صورت جدول؛ یک عمل 
ریاضی درباره عددهای مختلف نوشته شده است: جدول‌ضرب عددها 
جدول مجذور عددها؛ جدول جذر عددها و غیره. 

در مرحله‌های پیش رفته‌تر و مثلاً در سده‌های نهم تا پانزدهم میلادی 


در اپران و يا از سد؛ پانزدهم میلادی به بعد در اروپای غربی تلاش‌هایی 


۱۹۹ 


در جهت جمع‌وجور کردن جدول‌ها و جا دادن هم آگاهی‌های لازم در یک 
جدول انجام شد و بعد از پیدایش امکان چاپ» کتاب‌های زیاد و مختلفی 
منتشر شد که تنها شامل جدول‌های عددی بودند. این جدول‌ها به‌ویژه به‌کار 
اخترشناسان می‌آمد که» در محاسبه‌های خوده نیاز به عمل‌های طولانی و 
ملال‌آور روی عددها داشتند. 

ساده‌ترین این جدول‌ها» جدول‌ضرب است که به احتمال زیاد» با آن 
آشنا هستید و هنوز در بسیاری از دبستان‌ها؛ برای یادگیری ضرب عدهای 
یک‌رقمی مورد استفاده قرار می‌گیرد. 

تا بیش از بیدایش ماشین‌های حساب و رایانه‌ها؛ کتاب‌های جدول 
می‌توانستند نیازهای مهندسان اخترشناسان و دیگر کسانی را که با محاسبه‌های 
عددی سروکار دارند» بر آورند : جدول لگاریتم عددها؛ جدول مقدار خط‌های 
مثلثانی و حتا جدول مربوط به عمل‌های عادی‌تر روی عددها. 

با این که رایانه‌ها» کار محاسبه را بسیار سریع و ساده کرده‌اند؛ هنوز هم 
بسیاری از این جدول‌ها را می‌توان روی میز کسانی که با محاسبه سروکار 
دارند» بیدا کرد. نمون؛ُ بسیار کوچکی از این‌گونه جدول‌ها را در صفحٌ ۱٩۹۳‏ 
آورده‌ایم تا هم با شیوهٌ تنظیم آن‌ها آشنا شوید و هم به احتمالی» در برخی 
محاسبه‌ها پتواند به شما کمک کند. در این جدول منظور از ۰6 مبنای لگاریتم 
طبیعی است که به آن؛ عدد یر هم می‌گویند و منظور از ۰187 لگاریتم عدد 
در مبتای::۱ است (لگاریتم دهدهی ۲۲ ,108۱). 

1 همان‌طور که می‌بینید» جدول» برای کوتاه کردن کار محاسبه و 
درضمن؛ کوتاه‌تر کردن نوشته‌ها است. با چند مثال که گونهة دیگری از جدول 
را به ما می‌شناساند؛ آشنا می‌شویم. 

الفب) مختصات یک نقطه در صفحه. نقطٌ ۸ را در صفحهٌ محورهای 


۱۹ 


- 
| 


۱/۱ 
۵ ۵۸ 
۲ ۸ ۰ 
۱ ۰۸ 
۱ م۸ ه 
۲ ۰۸ 
۱ 

۴۱ ,۱۸ 
ی 
۱ ,۱۸ 
۱ م۱۸ 
۱ ۱۸ 
۱ م۸ | 
٩ ۵۶۱۰۸ ۳‏ 


7۲ ۸ ۳یج دا 
۷ تجا مخ 


۱۹۸۸۶۹۶۱۱۸۵ 
۷ ۸۱ 


مختصات در نظر می‌گيريم و فرض می‌کنيم طولی بر ۳ و عرضی برابر ۲ 
داشته باشد؛ یعنی ۲ < م2 و ۲ <- و لا. 


شما می‌دانید. به‌جای این نوشته کم‌وبیش طولانی برای معرفی نقطهٌ ۸ 
می‌توانستيم بنویسیم : 


ان 
(۸)۳,۲ یا ب ۸ 
و پا آن‌طور که در بسیاری کتاب‌ها معمول ی 


۸-۲ | ۸-۷ ۱ 


۱۹ْ 


با نوشتن یکی از اين نمادها (که هرکدام به نوعی یک جدول کوچک به 
حساپ می‌آیند)؛ خود را از نوشتن آن شرح دراز؛ آزاد کرده‌اید. 

ب‌( معرفی پارهحط راست. اگر باره‌عط راست ۸ با معلوم بودل 
۸412۱۱۷۱۱ و (1۷۲ ,)72 داده شده‌باشد» می‌توان باره‌خط راست ۸۸ را 


این‌وط معرفی کرد : 
(۲) ۱ ت ات 


3 معرفی مثلث. اک نشطه‌های ۸ ۴ و۱ ژّ 13 روی صفحه محورهای 
مات ) به‌ثر تمسا) با مختصات (0 ,)۸ (,ع»)ظ ژِ ( (6)) داده شده 
باشدء برای مثلث با راس‌های ۰۸ 2 و ب) می‌توان نوشت : 


0 6: 

۳ 1 
برای. جدول‌هایی به‌صورت (۰)۱ (۲) يا (۳) و يا به‌طور کلی؛ هر 
جدولی از عددها» به شرطی که این عددها با رابطه‌ای به هم مربوط باشند» 
نامی انتخاب کرده‌اند: ماتریس. درضمن هر عدد از جدول را؛ یک عنصر یا 

یک درایه از ماتریس گویند. 

تنها یادآوری می‌کنيم که» درایه‌های ماتریس ممکن است هر چیز دیگری؛ 
غیر از عدد هم باشند. ولی در اين بخش؛ تنها با ماتریس‌هایی کار می‌کنيم 
که درایه‌های آن‌ها؛ عدد باشند. 


19 . تعریف ماتریس‌ها و گو نه‌های مختلف ان 


۱ ماتریس یعنی چه؟ به هر جدول مستطیلی شکل که دارای چند سطر 
و چند ستون باشد» ماتریس گویند. وقتی ماتریس دارای 77 سطر و * ستون 


۱۹۲ 


۳ ۱ 
۳ ۱ دارای دو 


ستون دارد (ماتریس ۲ « ۱). ماتریس 
ا له ۱ 
۲۳ ۷۱ 
دارای دو سطر و دو ستون است (ماتریس ۲ ۱ ماتریس 
۶ 
و 4 
سرت ما تابن ۳ 4 ۲ 


ماتریس‌ها را به‌صورت‌های مختلف می‌نویسند. مثلاً ماتریس (۲) را 


باشد» به آن ماتریس 7 < 70 (77 در 1) گویند. مائریس 


می‌توان به هریک از این صورت‌ها نوشت : 


۱ ۳ .ال ۲ ۷۱ 


۲ ماتریس ستونی و ماتریس سطری. ماتریسی که تنها یک ستون داشته 


۳ ان 


ا ۷۲ ۷۱ 


باشد» یعنی تقرس ۱ ماتریس ستونی نامیده می‌شود. مثل ماتریس‌های 


۳1 
۲ 


و ماتریس‌هایی را که تنها یک سطر داشته باشند» ماتریس سطری می‌نامند؛ 


مثل 


ص 
جمه " 


2 ,ه +1 2۳ ,0 ۱" ,0 ,[۲ ۳ 


۱۹۵ 


ماتریسی را که یک سطر و یک سئون داشته باشد. همان عدد داخل علامت 


ماتریس به حساب می‌آورند. 


۳ عنصرهای تشکیل‌دهند؛ ماتریس. ماتریس می‌تواند شامل هر چیزی 
باشد (عدد؛ تابع» بردار؛» ...)۰ ولی ما در این‌جا تنها با ماتریس‌هایی کار 
می‌کنيم که شامل عددهای حقیقی باشند. دروافع؛ در این بخش»ماتریس را به 
معنای نوعی آرایش از عددهای حقیقی گرفته‌ايم. 

هر عددی (یا در حالت کلی» هر چیزی) را که وارد ماتریس شده باشد؛ 


بت ۱۰ 
یک درایه (يا گاهی یک عبصر) گویند. ماتریس ۱ دارای 


3 الب 
جهار درایه است (۱ ۲ ط_ ۴ ِ. ۱ ۴ ۲ب درایه‌های سئول اول 


۲- و ۴ درایه‌های ستون دوم‌اند. به همین ترتیب» ۱ و ۳- درایه‌های سطر 
اول و ۲- و ۴ درایه‌های سطر دوم ماتریس را تشکیل می‌دهند. 

ماتریس؛ به معنای قالب است و برخی از نویسندگان برای هم‌ارز فارسی 
آن؛ زهدات را به‌کار پرده‌اند. 


۳ ماتریس مربعی . اگر در یک ماتریس تعداد سطرها؛ با تعداد ستون‌ها 
ابر باشد» آن را منریس مربعی گویند. مثل ماتریس‌های 


کب. اسب #۶« ۶ 
نس وه 8 # 


۱۹۶ 


مزیج وفقی ردو ماتریس مربعی) داده سده است. 


شکل ۲۸ 


که در آن‌ها را» به‌صورت شکل ۲٩‏ هم می‌توان نوشت : 


۵۱ ۲ ۷ ۸ ۱ ۶ 
! ۱۶ ۳۷۵ ۴ | ۳ ۵ ۷ 
۲۳ ۵۸ ٩ ۴ ۲ ۲ 
0 )۱( ۲۹ کل‎ 


یادداشت. مربع وفقی. به ماتریسی مربعی گویند که. در آن» مجموع 
عددهای هر سطر؛ با مجموع عددهای هر ستون و با مجموع عددهای هر 
قطر» برابر باشند. این مجموع ابت» در مربع وفقی (۱) برابر ۱۵ 
و در مربم وفقی (۲) برابر ٩۰‏ است. مربع وفقی را؛ مربع سحری یا مربع 
جادویی هم می‌گویند. 


۹ مجمو ع دو ماتریس هم‌مرنبه . مجموع دو ماتریس ‏ وفتی معنا دارد 
که » در آن‌ها؛ هم تعداد سطرها و هم تعداد ستون‌ها با یکدیگر برابر باشند» 
یعنی ماتریس 7 « 7 را با ماتریسی می‌توان جمع کرد که 7 < 77 باشدء 
به‌نحوی که هردوی آن‌ها دارای 77 سطر و 7 ستون باشند. در این صورت ؛ 
بنابررتعریف مجموع دو ماتریس هم > یک مائریس 70 < 7۲ است که بر 


درایهُ آن» برابر مجموع درایه‌های نظیر در دو ماتریس باشد. 


مثال ۳. ماتریس‌های (۱) و (۲) در شکل ۲٩‏ را با هم چمع کنید . 
حل. هر دو ماتریس (۱) و (۰)۲ ۲ ۲ هستند و بنابراین» می‌توان 


آن‌ها را با هم جمع کرد: 
۷ ۲ ۸۵۱ و ۱ ۸ 
| ۴۴ و۳ ۶ | + | ۷ ۵ ۳ 
٩ ۲ ۲۳ ۵۸‏ ۴ 
۵٩۹ ۳ ۳‏ ۰ ۱3۲ ۱ 
۵۱ ۳۵ ۱ | - | ۴۴ ۷۰ ۵4۳۰ ۳+۱۶ 
۲۱ ۶۷ ۲۷ | ارم .۹ از 


توجه می‌کنید : از مجموع دو مربع وفقی» یک مربع وفقی جدید به‌دست 
می‌آید. دز مربع وفقی مجموع. مقدار ابت (یعنی مجموع هر سطر؛ هر 
ستون یا هر قطر) برابر است با مجموع مقدارهای ابت دو ماتریسی که با هم 
جمع کردیم؛ یعنی ٩۰‏ + ۱۵ با ۱۰۵. 

به همین ترتیب دو ماتریس (۱) و (۲) را می‌توان از هم کم کرد. اگر 
ماتریس (۱) را از ماتریس (۲) کم کنیم به‌دست می‌آید : 


۹ ۱ ۴۳ | قست ۳ ال ۳ ات ان 
۷ ۱۳ ا هل ۴ م۳ ۱:۳ 
۱٩4 ۴۹ ۷‏ ۱ ری 


یادداشت. یک ماتریس را می‌توان به مجموع چند ماتریس و يا تفاضل 
دو ماتریس» به صورت دلخواه» تبدیل کرد. مثلا 


۲۸ ۳+۵ ۲۹3۲ ۷ ۲ ۵۱ 
| ۳۵4۹۰ ۲۴4+۶ ۱۳+۳ | ع.| ۴۴ ۳۰ 1۶ 
۵۱4۷ ۴ +۱۹ ۵۸ ۲۳۳ 


۱۹۸ 


۸ ۵ ۲ ۹ لت ۲۹ 
و ۶ ۳ | + | ۳۵ ۲۴ ۱۳ |< 
۰ ۷ ۴ اس ,۵ 4 


ولی همان‌طور که می‌بینید» هميشه از تجزیه یک مربع وفتی به مجموع دو 
ماتریس ‏ لازم نیست مربع‌های وفقی به‌دست آید. 

۲ ضرب عدد در ماتریس. برای ضرب یک عدد در یک ماتریس» 
بناببتعریف» باید عدد را در هریک از دریه‌های ماتریس ضرب کرد. فرض 
نید بخراهيم ماتریس (۱) در شکل ۲۹ را در ۶ ضرب کنیم (یعنی» ۶ بربر 


۶ ۲ 1 | ۵ مد م۶ ۱ عم ۸ > ۴ 
۳۷ ۳8 :۱۸ | برع هدع ۳ بر ۶ | -- ۶۱۷ 
۳۲ ۸۴ ۳۴ ۲ بمب ۶ ٩‏ ۶ ۴ ۳۲ 


یادداشت. از ضرب ماتریس (۱) (که یک مربم وفقی بود) در ۶ مربعی 
وفقی به‌دست آمد که در آن» مجموع هر سطرء» هر ستون و هر قطر آن؛ 
برابر ۱۵(۰ ۱ ۶) است. ماتریس (۲) در شکل ۲۹٩‏ هم یک مربع وفقی با 
همین مقدار ثابت ٩۰‏ است. ولی عددهای اين دو ماتریس به‌کلی با هم فرف 
دارند. مریع‌های وفقی با مقدارهای برابر (در هر سطرء ستون و قطر) لازم 
نیست بر هم منطبق باشند. درواقع» بی‌نهایت مربع وفقی می‌توان ساخت که 
مثلا 


مجموع هر سطر؛ هر ستون و هر قطر آن مثلا برابر ٩۰‏ باشد. به‌عنوان نمونه؛ 


ماتریس هر‌بهی 


۳۴ نات ۲ 4۵۱ 
6 41 ۳۳ ۳ ۵ - ۱۶ 
۹ ۵۸ 6 + ۲۳ | 


۱۹۹ 


ه‌ازای هر عدد حقیقی 0 یک مربع وفقی با مجموع ثابت ٩۰‏ است. 


ویزگی‌های جمع ماتریس‌ها 
ماتریس‌های ۰۸ 3 و را در نظر می‌گیریم و فرض می‌کنيم» همه آن‌ها 
۲ ۱ 77 پاشند؛ یعنی در آن‌ها تعداد سطرها با هم و تعداد ستون‌ها با هم 
برابر باشند» در این صورت 
الف) ۸ + ظ  <‏ +۸ (ویذگی جابه‌جایی)؛ 
ب) (0 + ظ) +۸ < 0 + (ظ +۸) (ویذگی شرکت‌پذیری) ؛ 
ج) اگر 4 و 6 عددهایی حقیقی باشند» آنوقت 


ره + ۵۸ < (ظ + ۸ )ه 


)۵ + 9(۸ < ۸ + ۸ 


۵( مجموع دو ماتریس قرینه (یعنی دو ماتریسی که همه درایه‌های نظیر 
در آن‌ها قرینٌ یکدیگر باشند)» ماتریسی است با همه درایه‌های برابر صفر. 


|] 


به‌چنین ماتریسی؛ مانریس صفر گویند و آن را با نماد "0 نشان می‌دهند . 
مثال بِ ماتریسی بنویسید که برایر باشد با 


حل. به‌ترتیب داریم : 


۳۳ ۷ ۷ -۲ [ | -۱۸ ۲ 
۹۳ 4 ۱9 ۲ س‎ | | ۲۷ ٩ 


۲ ۵ ۵ 


مخال ۴. ماتریس ] را پیدا کنید» به‌شرطی که داشته باشیم: 


۱ رت سس ۳ الاعیی ‏ 
۳/3 سس س_ ۱ 


حل. به‌ترتیب داریم : 


ِ 
۵ 


فرارداد. دو ماتریس» یکی ماتریس سطری ۸ (ماتریس <۱) و دیگری 


یوچ‌های عآلرزسی اهتنا سطفاقساتریین: 7 ربرایی بالق جر ایو مور 


رگن درایه‌های ماتریس سطری 7۸ ر ۱ ۰۷۲ ۰۰۰ بل و درایه‌های 


8 ک بط 133 ک 0۱ 
مثال ۵. حاصل‌ضرب 3 < ۸ را پیدا کنید» به‌شرطی که 


٩19 ۵‏ 
ت ف۵ه: | عاق ,اه 


بو آومم ۲ 


ماتریس ستونی 1 را ۲۰ ای بنامیم ) حاصل ضرب ] ۳ ۸4 برابر 


است با عدد 


صذو - .. مه ومع ب۵ آصزو] ع< ۸ 


۲ ۱ 


حل. داریم : 
۱ ۰ ۲ , 
دیع گومی ۵۰ آومی 4 ۵ طاو ۵:۰ زو < ۶ *< هر 
۸ ۴۱ ۳ ۱ 
نو آومی 6 510۲ ۲ ب بو «وون + 6 81۳8 < (0 95 ۲( 10 -) 4 
٩‏ . ۰ سب ۱ ۲ . . ۲ ۴ ۱ ۰ 
۵ وم ۵ ۲جزه ۲ - [۵ آومی به آوزه ۲ - آ(يه "وم + ۵ هلق 


۴ 


/ این ۶ 5 ۲ ۲ ی 
۵ کومج آوزه ۴ - له "ومع به "صژه ۲ - (ه وم + :۵ 811۲) 


سس 
ات 
تسس 
تس 
ات 
یک 
ست 
سس 


أ 
۵ وم ۵ 50۲ ۴ - 0 "ومع + ,۵ ) 
‌ 


۳۳ 5 
بو "ومع < "وزو ۴ - "(ه آومی به ‏ طر5 ۲ - ۱ 


۱ 0 
۵ "وم ب۵ "جوز ۴ - (۵ "وم به "هزه ۴ +4 ۵ وم به زو ۴ - ۱) 


| 


 « ۳ ۱ 1 1‏ 
۵ ۱-۲ << (ه وم ۵ زو ۲) - ۱ < ۵ 09۲ ۵ " وه ۴ - ۱ 


تاکید می‌کنيم: حاصل‌ضرب ماتریس 7 < ۱ در ماتریس ۱ < 7 یک عدد 
(پا یک درایه) است. نه یک ماتریس. 
به‌این تعریف هم که حالت خاصی از یک ماتریس مربعی است؛ توجه 
ماتریس واحد. هر ماتریس مربعی که همه درایه‌های فطر اصلی آن (قطری 
که از گوشهٌ چپ و بالا به گوشة راست پایین می‌رود)» برابر واحد و همه 
درایه‌های دیگر آن برابر » باشند. ماتریس واحد (یا ماتریس همانی) نامیده 


می‌شود؛ مثل مانریس‌های 


و هم ۱ ۱ 
۱ ۱ 

یا 0 ۴ ۱ ۱ ‌ ۱ 

‌ 0 ۱ 


داترین. واتقد وا با [ نشان. می‌دهند. 


۱۲۳" 


اکنون می‌توانیم؛ با تعریف ضرب دو ماتریس آشنا شویم. 

در آغاز یادآوری می‌کنيم» اگر ۸ و 8 دو ماتریس باشند؛ تنها وقتی 
می‌توان و < 4 (یا 4۴) را تمریفت کرد که تعذاد سفون‌های ماتریس ۸4 
با تعداد سطرهای ماتریس 7 برابر باشد. یعنی ۸ ماتریسی ۲ < ۲۰ و 7 
به‌صورت ماتریس 2 < 7 باشد. 

۱) ضرب یک ماتریس سطری در یک ماتریس. فرض کنید: 


1 ۳ 
ند :0 | اعد لل ز.لم: هر وا ار 
نز 


و بخواهيم حاصل‌ضرب ۸ را پیدا کنیم (همان‌طور که می‌بینید؛ ماتریس 
۸ سه ستون و ماتریس 3 سه سطر دارد. تعداد ستون‌های ماتریس ۸ با تعداد 
سطرهای ماتریس 1 برابر است). 

ستون‌های ماتریس 1۶ را از هم جدا می‌کنيم و دو ماتریس ستونی تشکیل 
می‌دهیم . 


1 س22 ۲ 4 و 
میم 


بنابرتعریف» حاصل‌ضرب ماتریس سطری ۸ در ماتریس ۰۶ برابر است با 
یک ماتریس سطری که درایه‌های آن عبارتند از ۸۱ و ۸۲ (به یاد دارید 
که ۱ شر و ۸3 عددند) : 


۸ 2 ۱ ۷: 


بل 
,62 + بان + نع ع< | ب 6*۱ ۷ ۱۵ <- ۸۱ 


۳4 


۲۳ 


.۳ 
,60 + با +4 06 عد اب اه ه »ا ‏ ب۸4 
0 


اجه + بر ده ی +( + ۵2 < ۸ 


توجه کنید» از ضرب یک ماتریس سطری در یک ماتریس (به‌شرطی که 
تعداد ستون‌های مانریس سطری» با تعداد سطرهای مائریس دوم برابر باشد) ) 
یک ماتریس سطری است؛ نه یک عدد؛ تعداد درایه‌های حاصل‌ضرب برابر 
است با تعداد ستون‌های ماتریس غیرسطری. 


مثال می‌دانیم 


۱ 


7 0 0 
ف | < ۶ و اهوم » طلو| < ۸ 
:0 605 
۵ 603 
۱ ی ۲ 
ب 6 511 
۳ #ِ« « ومع بم صذه] ع ظ < ۸ 
:0 605 
6050 
۱ ۱ 
7 ۱ ,0 518 ۱ 
ِِ ۵ ۵8 ۵ 81۳8] ۱ | هه 0 | < 
۵ 605 
۵ 8111 


و ۱ ۰ ‌ 
[۲ ا-۳ ۰ 0 65 4 سس ۰ 6 811 ۵ "ومع + ۵ "طزو] س 
05 ۲ 5111 


۲ 


مثال ۷. مطلوب است محاسبهٌ ماتریس حاصل‌ضرب 7 < ۰۸ به‌شرطی 
که 


نا ماتریسن وس ۲۱۲ اس 
حل. درایه‌های ماتریس حاصل‌ضرب را محاسبه می‌کنيم : 


۵ < ۰ 6 ۰4 ۵۱ +۱ << | |[ 6 »| < درایه اول 
۵ هچ ۰ 6 ۱4 رو ده ۷ سس ۱ 0 7 ۵ بت درایه دوم 


6 2 ۱ 6( ۰4 << | ه ]6 »| < درایة سوم 


۱ 
به این ترتیب» به‌دست می‌آید : 
و هه ۱ 
( 6۵ مک | ه ۱ ۰ |« ۵ »ها 
۱ و ۵ 


از ضرب هر ماتریس سطری در یک ماتریس واحد (به‌شرطی که این ضرب 
معنا داشته باشد. یعنی تعداد درایه‌های ماتریس سطری با تعداد سطرهای 
ماتریس واحد برابر باشد) »برابر است با همان ماتریس سطری. 

۲ حاصل‌ضرب یک ماتریس در ماتریس ستونی. حاصل‌ضرب یک 


۵ ه ۲ 


مائریس در یک ماتریس ستونی» یک ماتریس ستونی است. فرض کنید : 
»6 
9-7 0 ع | < ۸ 
۷ ۹۹ 
(توجه کنید: تعداد ستون‌های ماتریس ۸ را با تعداد سطرهای ماتریس ۶ 
برابر گرفتیم تا ضرب معنا پیدا کنند. ) 
اگر از ماتریس ۰۸ سطرها را جدا کنیم و سه ماتریس سطری زیر را در 
نظر بگیریم : 
6] << ۸۳ ,4 6 < ۸۲ را »| ۸۱ 


آن‌وفت» بنابه‌تعریف 

۸۱ ۱ 

۸ | ۸۴8 | 

وب 

به یاد داریم که ۰۸۱ ۸۲ و ۸۳ (حاصل‌ضرب یک ماتریس سطری 


در یک مائریس ستونی - اگر ممکن باشد - یک عدد است). 


با+عه - | 7 |( 0 < ۸۱ 
۷ 


وه +ی - | 7 | 4 | < ۸۷۲ 

۱ بر با 

+ 62 < ۱ ۳ 6 < ۸۳ 
بناپراین 


نو + 62 ۲ 
0 1 67 ۴ 1 0 ول ۷ ار 


ز ۷[ + 62 


5 5 


۲ ۶۴ 


تعداد درایه‌ها در ماتریس ستونی حاصل‌ضرب. برابر است با تعداد سطرها در 
مائرپس ۸. 


و و ۱ 
سس ۲ ‌ ۱ ۵ 
۱ ‌ 5 
3 
حل. فرض می‌کنيم: | ۷ | < 1 « ۸ . باید داشته باشیم 
// 


ره هر مه ه 4 و۱ و عجد | ۵ ]اه جد ۱ دج 


را ۰ 6 ۱ ۱۶ ده بان 


3 9 ۱۱ " ۱ 


# 
بدین ترنیب 
۷ ‌ ‌ ۱ 
۶ مت 4 ۵ ۱ 9 
ان ۱ ۵ 9 


نهد متا آمك. 


۲ ۷ 


۳ حاصل‌ضرب دو ماتربس. فرض می‌کنيم: 


اج ن » 8 »6 
سس هر 
تسد 1۳ 1 


باز هم تعداد ستون‌های ماتریس ۸ را با تعداد سطرهای ماتریس 1 برابر 
گرفتيم تا ضرب معنا داشته باشد. 

حاصل‌ضرب ۶ «< ۸ ماتریسی است دارای دو سطر (تعداد سطرهای 
۸) و سه ستون. (تعداد ستون‌های 7). درایه‌های ماتریس حاصل‌ضرب. به 
این ترتیب به‌دست می‌آید : 

سطر اول ۸ را یک ماتریس سطری می‌گيريم. از ضرب این ماتریس 
سطری در هریک از سه ماتریس ستونی جدا شده از 12 درایه‌های سطر اول 
حاصل ضرب به‌دست می‌آید : 


۱( +عه - | |( 0 
99 + یه - | ۲ | 0 
۳( +عه - | 7( 0 


مقدارهای (۱) و (۲) و (۰)۳ به‌ترتیب» مُعرف درایه‌های سطر اول ظ « ۸ 
(از چپ به راست) هستند. 

به‌همین ترتیب» ضرب ماتریسی سطری که شامل سطر دوم ماتریس ۸ 
است در هریک از ماتریس‌های ستونی جدا شده؛ از ۰12 درایه‌های سطر دوع 
حاصل‌ضرب را می‌دهد : 


جع | 7 ]۵ ۰ 


بش + یه - | * | 6 


جع - | 7 | 6 


به‌این ترتیب» برای حاصل‌ضرب دو ماتریس ۸ و ۰7۶ به‌دست می‌آید : 
و« + جه بو + نع 91 + 027 
«0 + وم نش 01 1 67 


قیاقد وق اروت بیس ۳ برابر 


۳ 


2 


۱۰ 


حل. با محاسبة حاصل‌ضرب 


تس 


< ۸ مفروض 


داریم : 
۵ < 6 * ۰ 64 ۷۶ ۱ - | |( ۱ 
درایه‌های‌سطر اول ۲ 
۰۵ جع ۱ - |[ ۱ 
ام جمد [؟ ۱ 0 
ریز درایه‌های‌سطردوم 2 ۱ 
۱۵-۵ +۰۰ - | | ۳ 


۲ ۹ 


بنابراین 
1( 6۰۵ 6 6۸ ]1 وه ۱ 
7 3 1 4 ۳ ۱ ۳ 
به‌همین ترئیب به‌دست می‌آید: 
۸ عد آ *« ار 


7[ یعنی ماتریس واحد عنصر بی‌اثر در عمل ضرب است و از ضرب آن 
در هر ماتریسی (به‌شرطی که عمل ضرب ممکن باشد)» خود همان ماتریس 


مثال ۱۰. ] < ۸ و ۸ ۲« ۶ را محاسبه کنیدء به‌شرطی که 


حل. برای حاصل‌ضرب جر < ۸ داریم : 


۱ ۳ ۱ 
۰۱۴ +2۱۱ | أ ۱ 


۱ ۳ 
۱۸۳۹۰۷۵ - | و ۱ 


۲ | 
۳ | 4 
درایه‌های سطر َ 


حاصا ض. ۴ 
دوم حاحل مرب 2-۲۳-۱۲۵2 | و |( - نها 


بنابراین 
۴ - یل 4 ۲ بم ول < هر 
اس بارس ۵ ۳۰ است ۲ت | 


۳۲ ۱۵ 


۱ 
۱۱-۲۱۲ | 1 ۲ 
سطر اول حاصل‌ضرب ۱ ۲ 
۱۳۹ 0 ۲ 
۱ ۱ 
٩ | 2۲۲۱-۵۲‏ ۴ 
سطردوم‌حاصل ضرب ۱ 
٩ ۱۳۹‏ ۴ 
بنابراین 


اب 0 ۱ ۳1 ۴ 
۱ 2 ۱ وی از زار 
2 ۳ 1۳9 3 
همان‌طور که می‌بینید ۶ >« ۸ با ۸ «< ۶ فرق دارد. در ضرب ماتریس‌ها؛ 
ویژگی جابه‌جایی وجود ندارد: 
4 »< ور عد و < ۸۸ 


مقال ۰۱۱ بحاضنل‌ضرب‌های 1 و 94 زا تا کی بشرطی کذ 


سوب ای ٩‏ ۲۰ 


3 ‌ ۰ و۱ ها ۱ سس لیب بد ۲ ق ۷ مب ۷ بل ۲ 
«ِ«ِ ۳ آ با نیوا مش ۳ ۴ بب 8 ۴ 


| 2-۱۱ ۲۲ | | ۵-۲ +۱۱ ۱۲۵۴ | پر یرو 
#لس. ۷۶ | | تسا اد قشم 8 ۷ | ۳ 


۳۱ 


که از آن» دو نتبجه به‌دست می‌آید : 

۱) گرچه حاصل‌ضرب هر ماتریس در ماتریس صفر (اگر ضرب ممکن 
باشد)» برابر صفر است ولی عکس آن درست نیست: یعنی ممکن است 
حاصل‌ضرب دو ماتریس برابر صفر شود در حالی که هیچ‌کدام از آن‌ها؛ 
ماتریس صفر نباشد. ماتریس‌های ۸ و 3 ماتریس‌های صفر نیستند؛ ولی 
حاصل‌ضرب ۸1 برابر ماتریس صفر شده است. 

۲) یک بار دیگر تایید شد که هميشه ۸ با 19۸ برابر نیست. 

مثال ۲. از این برابری» ۶ و ۷ را بیدا کنید: 


:> ۲ اب | # اینا اس ۱ 
(۱ - ۲۵۲ | ابا ده 6-۱ 
حل. حاصل‌ضرب دو ماتریس سمت چپ برابری؛ یک ماتریس ستونی 


1 + معسم |[ و [نجه رتم | 


بنابراین باید داشته باشیم : 


۱ ۱ ۳ ۱ 5 ۱ ۱ +ع) 4و( م) ۱ 


هر سطر ماتریس اول با سطر نظیر خود در ماتریس دوم برابر باشد. بنابراین 


۲ -<- لا - 0 
(۱ - )۲ < (6+۱) + (6-۱) ] 
و این دستگاهی است شامل دو معادله دومجهولی با مجهول‌های 2 و ز. 


۳ 


پاسخ. ۱ + ۵ < 2 و ۱ - 6 < /1. 

۴ ماتریس وارون. به‌طور کلی وارون ماتریس ۰۸ ماتریسی است که از 
ضرب آن در ۰۸ ماتریس واحد به‌دست آید. وارون مائریس ۸ را با ۸۳۱ 
نشان می‌دهند. 

بیدا کردن ماتریس وارون» در حالت کلی» دشواری‌هایی دارد. در این‌جا؛ 


6 ی ۱ 0 
ماتریس ۱ لز ام ۱ را در نظر بگیرید. ماتریس وارون آن» چنین 


زاس ار ۱ 
یسب 
۱ ها ود ۱ -- ام 


)۱( 
که می‌توان آن را به این صورت نوشت : 
و ار 
0 -- وه "۵ - اه 


4 "| ۱, (۲) 


1 0 
0 - اه 0 - 6 


مثال ۱۳. ابت کنید: ۸۳۱ -< و به‌شرطی که 


ار ۶[ 1 :۳ * 3 | 
۶ 1 #._ 2 قرو ۳ ۱ 6 .۱ بر 
اع. ۱ ۱ ۱ ۲ 9 ۷ 


حل. برای سادگی کار» در آغاز ۸۲۸ (هشت برابر (۸) را محاسبه 
۱ ۱ 9 
به‌ترتیب جنین‌اند : 
۱۶ 
,۸ د ۱ ۴ +4 ۱۶-۲۶ ۱ عد | ۶- |۴۱ ۲ 1 (۱ 
۱ 


۳۳ 


ره عج ۱ ۱ ۴ + ۲ ۲ + ۸ ۱- < 


درایه‌های سطر دوم ماتریس حاصل‌ضرب 


ره حتد ۱ »رد ۶ + ۶ بر ۱ - ۱۶ > ه << 
۰ < ۱ < ۶ +4 ۲ « ۱ لد ۸- زر ه << 


۱ 
۱ 
۱ 


ره عد ۱ ۶ - ۶ ۱ 2-۸ هو << ۶ 


و سرانجام» درایه‌های سطر سوم ماتریس حاصل‌ضرب 


۱۶ 
ره ح< ۱ « ۲ + ۶ ( ۳ ۱۶ > ۱ < بت 
۱ 
اس 
ره لو 3 هر ۴ ۲ مر ۳ بت مر ۱ ده | ۲۱ 
۱ 


۸ -- ۱ »د ۲ - ۶ بر 4۳ ۸ ( 1 حد ۶۶ 


۳۴ 


0 0 ۱ 
اعد | هم ۱ ه 
۱ 0 6 


ماتریس وارون ماتریس 4 (یا ماتریس 4 وارون مائریس لا اسگا و 


بنابراین 
۳۱ - ۲۲ 


مغال ۰۱۴ مطلوب است ۲ ۸۳ (وارون ۸) به‌شرطی که 


نس ۵ ۱۵1 ۱ ۳ 


001 0 0۳05 


حل. باتوجه به دستور (۰)۱ به‌ترتیب داریم: 


0 ۵ 0/0۵ ا (_ ۳ 
۵ ۵ -- | ۵ 918 ۵ مع +4 ۵ 608 ۵۱ ۵۳7 
ا 0 طرو و وم ۱ 
و وج وی - | و وم ده ولو 
0 ۹117 ۱ 
بو وه 1+ 0 5٩1۳ 6 1 8 0 ٩11‏ 
0 ۲21 01 


و وم + 0 طاو .. و وم +4 6 811 
که بعد از اندکی تبدیل؛ به‌دست هي ای 


۱ ۱ 
۲ ۱ 1 ۵۳ ۵ ۱ 1 0 0 
5 ۱ ۱ 


7 ام + ۱)ه وم (6 ص2۵ + ۵)۱ 51۳ 


۲ ۱ ۵ 


٩‏ دترمینان 

۱ وازه دترمینان؛ از وازهٌ لائینی «دترمینان‌تیس»» به‌معنای معرف و 
مشخص‌کننده گرفته شده است و در زبان فارسی» می‌توان شناسه نامید. 

هر مائریس مربعی» یک دترمینان (یا یک شناسه) دارد که به آن ادترمینال 


ماتریس» گویند و به این صورت نشان می‌دهند (برای ماریس مربعی ۲ ۲۱) : 


۱ 733 6 
(+) - | زب ]هه 


۳۳ | 


هر دترمینانی که درایه‌های آن» عدد باشند مقداری عددی است. مثلاٌ» مقدار 


عددی دترمینان ۲ < ۲ یعنی + برایر است با 

6 

0 
در وافم» دترمینان ۲ < ۲ دارای یک فطر اصلی (از گوشه چپ و بالا به 

سمت گوش4ة راست و پایین) و یک قطر فرعی (از گوشهٌ راست بالا به سمت 


( ۷ ) 0 - ان -- 


کوش چپ و بایین) است. مقدار دترمینان مرتبةٌ ۲ (یعنی دترمینان ۲ < ۲ 
شامل جمع جبری دو جمله است : جمله اول» حاصل‌ضرب درایه‌های قطر 
اصلی با علامت مثبت» و حاصل‌ضرب درایه‌های قطر فرعی با علامت منفی. 
مثلدٌ 

۲ ۵ 


۰ 2 ۱ ۱ ۵ بت ۴ 2 ۲ تسد 
۱1 


۵ 


۵ وی و زو 


۵ آام - بو وج 


۳ ۱ ۱ ۱ ۳ 
[ سب < ۵ آوزو - »۵ آومی - < ۵ "جع آومی - بج ای به ۲ زو - 5 


۲ ویژگی‌های دترمینان مرتبه ۰.۲ دترمینان ۲ < ۰۲ ویاگی‌هایی دارد که 


برخی از آن‌ها را یادآور می‌شویم : 


ملگ 


۱) اگر جای سطرها و ستون را با هم عوض کنیم؛ مقدار دترمینان تغییر 


6 0 


و ر 
۲) اگر جای دو سطر یا دو سنون را با هم عوض کنیم مقدار دترمینان 


به فرینة خود تبدیل می‌شود: 


0 - ون - 


۳ اگر درایه‌های دو سطر یا درایه‌های دو ستون متناسب باشند. مقدار 
دترمینان؛ برابر صفر می‌شود : 


6 6 


باه | و 1 
0 


۴ اگر درایه‌های یک سطر یا درایه‌های یک ستون» هردو بر عددی 
بخش‌پذیر باشند (مقسوم‌علیه مشترکی داشته باشند) » می‌توان این مقسوم‌علیه 
مشترک را جلو دترمینان گذاشت : 


6 6 
6 6 


۲۵ 0 


1 ً 


۲6 6 


بو مب | د 


۸ 


۳ 


۵( اگر همه درایه‌های یک سطر یا همه درایه‌های یک ستون مجموع 
دو مقدار باشند ‏ می‌توال دترمینان را برابر مجموخ دور دترمینان نوشت : 


6 


1۷ 7 


ها با 
و 6 


۳۷ 


۶ اگر مضرب‌های یک سطر (یا مضرب‌های یک ستون) را به سطر (یا 
ستون) دیگر اضافه کنیم مقدار دترمینان تغییر نمی‌کند : 


1-۵ 6 »6 
۱ ۵ + و 6 ۱ 


مسال ۱۵. مطلوب است محاسبة دترمینان 


۱۷۱ + ۳۵ 51۳ 6 | 


۵ وم ۲6 + ۱۱۸ 


۱ 
جر | هس حس ]سب 


/ 


مقدار عددی این دترمینال را» برای جِ 0 ی ۰ < 6 محاسبه کنید. 
(**) محاسبه کرد : 


( ۱ 3 
(ه زو ۳۵ + 2)۱۷۱ - (ه ومع ۲۵ + 7)۱۱۸ < 


۵ ولو - بو ومع)ه 4 ۲ < به 6918 - ۵۷ - 6 6095 ۵ + ۵٩‏ < 


تشر ۲ ۳7 سا 
و به‌ازای -- < مه و ج- < . به‌دست می‌ایل: 
۰۶ ۲۲ / ۲ 
- هه چم با +۸۲ 
اس نت اس ی کب 
۲ ۲ ۲ 


ولی در این‌جاء مقدار دترمینان را با تبدیل آن به دترمینان‌های ساده‌تر هم 
محاسبه می‌کنیم. گرجه برای دترمینان ر) راه مستفیم ساده‌تر است و زودتر 


۳۱۸ 


به نتیجه می‌رسد» ولی با روشی که در این‌جا دنبال می‌کنيم با ویژگی‌های 
دترمینان» بهتر اشنا می‌شوید. 
اول. باتوجه به ویژگی ۰۵ داریم : 


بو 51۳ ۳۵ 


حلم 
1 
سل 
]مس مت ]اس 


۵ دم ۲۵ 


می‌توان این‌طور نوشت : 


۲ ۳۶ ۳۲ ٍ 
۲ ۲ ۲ سا 
8 ۱ و 
۳ ۶ و ٩‏ ۶ ۳ 
(باتوجه به ویژگی ۶). بنابراین 
۱ ۱ 
۲ سح ۱ اب ۳ مت ۳ مد سب مب بل هد - ح لز 
۷ ۲ 
برای دترمینان /) داریم 
۱ ۱ ۱ ۱ 
0 1 ۳ - ۱17 ۳0 ۷ 
۲ 
ره << ۱ ز) 
۵ وه ۲ ۷ ۵ وم ۲0 ۷ 


(باتوجه به ویذگی ۴). بنابراین (۵ طذو - ,۵ 605)» << ز). 
به این ترتیب (۵ 518 - بو ووع)ج + ۲ ع< 6 + و] < ۸ 
#یادداشت. ویژ گی‌هایی که برای دترمینان ۲ < ۲ آوردیم دور حالت کلی 


و برای هر دترمینانی درست است. ولی در این کتاب» به دترمینان‌های بالاتر 


۳۱۹ 


از مرتبة ۲ نمی‌پردازيم. ننها» برای تمرین و آشنایی بی" بیشتر» روش محاسبه 
دترمینان ۳ < ۳ را می‌آوريم. 


این دترمینان مرتبه ۳ را در نظر می‌گیريم : 


8 0 
| کي | << (ز۲] 
"۳ ۲/۱ 


مقدار این دترمینان؛ به این ترتیب» به‌دست می‌آید: سطر اول دترمینان را در 
نظر می‌گیریم. درایه اول (پعنی »6) را در دترمینانی ضرب می‌کنيم که با حذف 
سطر اول و ستون ارل (یعنی سطر و ستونی که ۵ متعلق به آن است) به‌دست 
می‌آید : 

تب | 
نا کگ . 
بعد» قرینهُ حاصل‌ضرب درايةُ دوم سطر اول () را در دترمینانی که با حذف 
سطر اول و ستون دوم (سطر و ستونی که ۵ متعلق به آن است) به‌دست 
می‌آید» پیدا می‌کنيم: 


ٍ ۳ ت‌ ح رم تب 


۱ 0 1 الم - مسجت 


۸ 


مج 1 ۱ 
7 وا 
4 0 


و سرانجام درایة سوم سطر اول را در دترمینانی ضرب می‌کنيم که با حذف 
سطر اول و ستون سوم به‌دست می‌آید: 


۱ ۱ 
/۱ ۱۳ 0 0 
0 6 - ام - | ۳ 6 
۱ رام تس ‌ ۳۳ س ک وم ۹ و من 8 کم رم -- )] 


۲۳۲ ۵ 


محاسبه دترمینان مرتبه ۳ به‌دست داده است که به نام خود او» اروش ساروس) 
نامیده می‌شود. این روش محاسبه (که وی دترمینان مرتبُ سوم است) چنین 


6 ۵ 
نز ً ۳ تج ۶ 
الم "ّ ‌ِ 0 


همان‌طور که می‌دانید» اين دترمینان دو قطر دارد: قطر اصلی که از گوشة 
چپ بالا به گوشة راستٍ پایین می‌رود؛ و قطر فرعی که از گوشة راستِ بالا 
به گوشةٌ چپ پایین می‌رود. 

دو سطر اول دترمینان ۸ را» به‌عنوان سطرهای چهارم و پنجم به آن 
اضافه می‌کنيم. 

مواظب باشد» شکل ۳۰ یک دترمینان نیست.این شکل» جدولی است 
که تنها برای محاسبه مقدار دترمینان ۰ با روش ساروس» رسم شده است. 

در این جدول» سه قطر از چپ به راست می‌رود (قطر اصلی و دو قطر 
موازی آن) و سه قطر از راست به چپ وجود دارد (قطر فرعی و دو قطر 
موازی آن). این قطرها در شکل ۳۰ با پاره‌حط‌های راست رسم شده‌اند. 


۳۳ 


درایه‌های هر قطر را در هم ضرب می‌کنيم؛ هریک از این حاصل‌ضرب‌ها؛ 
یک جمله از حاصل دترمینان را به ما می‌دهد. جمع جبری سه‌جمله‌ای که از 
ضرب درایه‌های قطر اصلی و قطرهای موازی آن به‌دست می‌آید؛ با قرینه‌های 
سه جملاٌ مربوط به ضرب درایه‌های قطر فرعی و دو قطر موازی با آن؛ مقدار 
بسط دترمینان است. 

مثال ۰۱۶ مقدار عددی حاصل از بسط این دترمینان را بیدا کنید : 


۲ب و ۱ 
۱ ۳ . ۱ اعد ۷ 
۴ ۴ 


حل. اول» مقدار دترمینان 2۷ را» بنابر تعریف محاسبه می‌کنيم : 


ِ 3 ؛ 
11 او ۷ 
۵ ۲۰ ۵ ۴- | 


(۳ )۲ - ۴- بر ۲-۱ - (۰۱ ۴۷ + ۵ ۲ ۱)۳ << 


| + )-۲( ۳ 


۹ ۳ 
ات ۲ 


<< ۱ ۱۹-۲۱۰۲ - ۱۹4+ ۴ - ۳ 


اکنون همین دترمینان ۸۷ را» با روش ساروس؛ محاسبه می‌کنيم : 


۱ ره بر ۲ 4 (۲- ۴ بر ۱-) + ۵ ۳۲ ۱ < ۸۷ 


۳۳۹ 


(۱- زر ه <  )۵‏ (۱ بر ۴  )۱‏ (۲۷ >« ۳ > ۲ 


۳ بت ۴ بل ۱۲ ۸ ۱۵ < 


یادداشت ۰۲ بسط دترمینان‌های بالاتر از مرتبه سوم هم شییه بسط 
دترمینان مرتبةٌ سوم تعریف می‌شود. این تعریف را؛ بسط دترمینان نسبت به 
سطر اول می‌نامند. نخستین درایهة سطر اول در دترمینانی ضرب می‌شود که از 
حذف سطر اول و ستون اول به‌دست می‌اید: اين» جملة اول مقدار دترمینان 
را می‌دهد. به‌همین ترتیب» با انتخاب متوالی درایه‌های سطر اول و ضرب آن 
در دترمینانی که از حذف سطر و سنون مربوط به آن درایه به دست می‌آید؛ 
جمله‌های بعدی بسط دترمینان به‌دست می‌آید. تنها باید درایه‌های ردیف فرد را 
در سطر اول بدون تغییرعلامت و درایه‌های ردیف زوج سطر اول را با علامت 


مان ۷ :عطلرب اش معات 4 بر سا 


۱ 
۱ 
۲ 
۳ 


ام کت ایس 


حل. بنابر قاعده عمل می‌کنيم : 
۱ ه ۱۳ 
۴.. 1 او ۷ ند |. ۳ ۳ 
۳ ۲ ۱ ۵ ۴ 


تا 


۳ 
1 
"۳ 
۳-4 
۳ 
تست 
کب مه 6 
۱ 
۳۳ 
4 
ی هس 


۳ 


5 ۴۳ ۲ 
بآ 9 
٩( < 0‏ ۳/۸ + (۱۲ -۲)۱۰ -(۱۶ - ۱۵) < 
۳ ۱ | ۴ ۲۱ 
و اد | ۳ ۱ ۲ - 9 
۱ :۷ 5 ۵ ۲۱ 


به همین ترتیب: ۰ < ) و ه ع< (1. درنتیجه » < ۸۵. 

با استفاده از ویژگی‌های دترمینان» می‌توانستیم» ۸۵ را» سریح‌تر و ساده‌تر 
محاسبه کنیم. می‌دانیم» اگر مضربی از یک سطر را با سطر دیگر جمع کنیم؛ 
در مقدار دترمینان تغیبری پدید نمی‌آید. فرینه‌های عددهای سطر سوم را با 
درایه‌های سطر اول جمع می‌کنيم و به‌جای سطر اول قرار می‌دهيم. به‌دست 
می‌آید : 


۵ 
۵ 
ت 
ك 


سر مت اس 


سب هت نع 


و دیگ روشنن است که » عد ۵. 


۳۳۳ 


8 دستگاه‌های دومجهولی خطی 


دستگاه دو معادله دومجهولی زیر را در نظر می‌گیریم : 


۱ » < نا + 06 
٩)‏ را + 02 . 
با حل این دستگاه آشنا هستیم و می‌توانیم جواب آن را به‌دست آوریم: 
من - ...ی -- وان 
اه - وج ۲ هم 


که باتوجه به نماد دترمینان» می‌توان جواب را این‌طور نوشت : 


217... 


»6 6 6 
۱ و ! لم 
۱ سس بت 2 
)۲( 7 4 
۳ ۳ ۱ ً‌ / 
7 


با شرط » د مر -- وان عد یا مگ . 


| ۳ 
به‌این ترتیب» با شرط 7 ت جواب دستگاه (۱) به یاری دستور 
مثال ۰۱۸ این دستگاه را حل کنید: 
۲۳۱۸ << ۱(۷ + )7۰ + ۱(۵ 770) 
۲ - (۱ + ۰) + (۱ - 0) 


زا ۱ 
حل. در اغاز آم د 2 را محاسیه می‌کنيم : 


۲ 
۱ ۱ - 1۲۲ 
با شرط ۱ ع< ۲7 و ۱ ۳۶ 


ج ۵ سه |۰2 


172 ۱ 


۳ لایس 2 
و باتوجه به دو شرط ۱ < 7 و ۱- 2 ۰77 به‌دست می‌آید : 7 ِ 7 
زیرا 7+۱ نمی‌تواند برابر 70 باشد. با شرط ۱ 7 70 دترمینان مخرج‌های 
2 و ل را محاسبه می‌کنيم : 
6 6 
۲ ۳۳ 
«(۱ + )۱ - 7) < (۱ - ۱()۲۰ + )17 


(۱ + ۱()۵ - ۳ ع< له - وه << 


۰ ۷۳ ۷ تا ]۱ 
هو ۵ - | ۲ 


< )۲( + ۱()( + ۱( - ۲7۰7۰٩ ۱( 2 74۸ 


به همین ترتیب» برای صورت کسر : 


۲۰-۱ ع< وی - وی <- 


بنابراین؛ با شرط 2-۱ ع< 70 داریم : 


می‌ماند حالت‌های ۱ < 7 و ۱- < 7. در این دو حالت» دستگاه جواب 


ندارد» زیرا به‌ازای ۱ -< ۰77 به این صورت درمی‌آید : 


۱ ۶ 2 
۱ ۲ 


۳۳۶ 


و بهازای ۱- < 77 به دستگاهی شامل دو معادلةٌ ۱- عد ه و ۲ < ۲2- 


پاسخح. دستگاه به‌ازای ۱ << ۲ و ۱- ت 17 جواب ندارد و به‌ازای 


۱ ۱ ۱ 
۱ ع< ۰7 یک جواب منحصر دارد : ۳ 34 
مذال ۰۱٩‏ این دستگاه را حل کنید: 


۱ < 0 ومع 1 1 :۵ 51۳ 2 


0 8 - بن 811 - 


۱ 
۲ ونان 0 ۹ ۷۳ 


حل. دستگاه» به‌ازای س < به معنای خود را از دست می‌دهد زیرا 


در این صورت » ۲۵ با ۵ 601 قابل تعریف نیست. به‌ازای ِا دج 


داریم : 


۰ ۰ / / 
5٩11 ۵‏ سوم < ۵ طجا نه وصن - ن ام ب0 510 ع< ۵0 - واه 


برای 8 ۵ -- و6 به‌دست رانك 
اج تچ و9 


هیر الاب ققلاق السته قرستان + 7 # :۵ می‌گيريم : 


) (5 1 


۳ : ۲3 ۲9 
< بو "وم 1 ۵ ووع 0 51 1 ۱ - یی وج عد وج :وان 
0 21۳ 


و( 0 - ب۵ 605)به مرو ( ۵ 919 ۱) بو 605 0 811 لد 1 حد 


ِ 
۵ جره - بو ومع)به وه ع< 60 - 66 


۳۳۷ 


از آن‌جاء به‌ازای ِ + ۲ 2 ,۵: 


۰ (6 918 - 06 ۵)009 19و 
0 22 1 ::0 811 سس سس مد 
0۵ 17 - ,0 6095 
اگر داشته باشیم : ِ د ۲ < ۰0 دو حالت بیش می‌آید : 
۱( / عددی روح باشد (۲۰ كت /). در این صو رت به این دستگاه 
هی رسیم ۰ 
۳ << [ + 7 ۱ 


۲ 2 + و چد . 
1 ۲ - + » 


دو معادلهٌ دستگاه معرف یک معادله‌اند. دستگاه بی‌نهایت جواب دارد : 
(*). "سس 7/۲ /۱ 


یعنی 8 را می‌توان هر عدد حقیقی دلخواه و» سیس» ل را از + به‌دست 
آورد. در واقع؛ معادله‌های دستگاه؛ در این حالت دو خط راست منطبق بر 

۰ عددی فرد باسد در این صررت 

۲- < لو + 2 ۱ 
۲ < [ا + :2 

که معادله‌های آن. ناسازگارند (1 + 2 نمی‌تواند» در عین حال» برابر 7/۲ 
و ۰/۲ باشد). دز این حالت؛ دور معادله دست‌گاه» معرف دو یل راست 
مرازی در دستگاه محورهای مختصات هستند. 

پاسخ. ۱) دستگاه به‌ازای 0 0 معنا ندارد ؛ 


۲ دستگاه به‌ازای چ + ۲۲ < 0 بی‌نهایت جواب دارد؛ 


۳۳۸ 


۳ دستگاه بهازای چ + ۱(۲ + ۲۰) < به جواب ندارد؛ 


۴) دستگاه؛ برای 1 عم به و ج + 7 و ه(2 > :) یک جواب 
دارد : 
0 005 << /ا ,0 511 عد 7 
#یادداشت. شبه این بحث‌ها را دربارةٌ سه معادله خطی سه‌مجهولی 
می‌توان انجام داد و برای دستگاه 
0 < به + بن + 65 


8 < مل + ولو + له 
۳ - بر الم .1 ۸ بد 0 


م ‏ 6 ی 1 
م یا / م ‌ ۸ 
۱ ؛ّ‌ ّ/ ول " 
سس ۱ سور با 
ای ۲ » 6 ۲ »6 
۲/4 ‌ ‌ / 
// " زر ۲ ۷ 
0 6 »0 
۵ کر 6 
"ّ‌ "۲ ۳ 
مت مج 
۲ 0 
م. ‏ و 6 
الم 0 و 


همه‌جاء؛ در مخرج‌ها دترمینان ضریب‌های مجهول‌ها فرار دارد. صورت 
کسرها؛ همان دترمینان مخرج است؛ به‌شرطی‌که به‌جای ضریب‌های مجهول؛ 


۳۳۹ 


مخال ۲۰. این دستگاه را حل کنید: 
۱ < 7 + ۲۵۶ 
۲ ع< 2 + ۷ 
۴ << م2 + + 3 


بل. دترمینان ضریب‌های مجهول‌ها را محاسته مي کنيم : 
یو ی مهو ۳ می‌کنيم 


٩ ۵ ۱‏ ۲۰ 
ی نز ! * ۲ ایا ۱ 
اب !۱ ۱ ۱ 
٩ 4‏ ۱ 
و برای دترمینان صورت مجهول بك: 
۱ 
و ۰۴ ٩ ٩‏ 1 
۳ ۲۴ 


پاسخ. ۲ < 85 ۲- < لا ۵ < 2۶. 


دسنورهای هندسی به‌یاری دترمینان 

۱ معادله خط راستی که از دو. نقطهٌ مفروض می‌گذرد. دو نقطه 
(1۷۱ ۸2۱۱ و (2۷,۷۲)ظ را در نظر می‌گيريم و معادلةٌ خط راستی را؛ که 
از این دو نقطه می‌گذرد؛ می‌نویسیم : 


۳-۷5 27۱ ( ( 


۳۳۵ 


این معادله را به‌ترتیب؛ تبدیل می‌کنیم : 


و اک (1/۲ سب 1۷۱) 2۱ ۴ ( 2۲ 9 1۱۱-۹۱ تن (1۲ ات 2/۱ تن (27۳ 5 #9۱ 


> (2۷۷۱ - 2۱۷۲) + 2۲ وت) لا - (1۲ -- )2 
۱ ۱ 2۱ ۱ ۱/ 

ب ‏ ۱ ان با ار ۷۱ ی 
۷۲ 77۲ ۱ 2۷۲ ] ۵۰ 1/۲ 


افیی اساسا چب این برابری» باز 15 یک دترمیتان مرثبه 1 تا 


ا ل 35 
(۲( هو <- | ۱ ۷۱ 2۱ 
۱ ۷۲ ۲ :1 


معادلٌ (۲) معادلة خط راستی است که از نقطه‌های ۸ و 3 می‌گذرد. 
مذال ۲۱. معادلة حط راستی را بنویسید که محور 3" را در نقطه به 
طول ۲- و محور ۷ را در نقطهٌ به عرض ۲ قطم کند. 
حل. در این‌جا (» ,۸0-۲ و (۳,ه)] است» یعنی 


بنابراین» معادله خط راستی که از ۸ و ۶ می‌گذرد؛ بائو جه به دستور (۲) 


جس ره 


لا 17 
و بت | ۷ هم اس 
٩‏ :1 :8 


یادداشت. می‌دانيم» از هر سه نقط فضا (به‌شرطی که روی یک خط 
راست نباشند) یک صفحه می‌گذرد. اگر مختصات سه نقطة ۰۸ ۶ و 6 را 
۳۳۱ 


۴ 0 ۷ اظ , بل ۸۱ 


بگیریم؛ آن‌وقت ثابت می‌شود که معادله صفحه (۸0) دو دستگاه 
محورهای مختصات فائم 0202) چنین است: 


| 8۰ 8 2 1 

سس ۱ ۱ ۷۱ 1:1 
2۲ ۷۲ 5 | 

1:۳ ۱۷۳ ۳ ۱ 


۲ محاسة ساحت مثلث با معلوم بودن مختصات راس‌های آن. برای 


(۷۳ ,622۳ 2۲۱1/۲(۰) 9] ,ب(۸)۱,1۱ 


برای محاسبة مساحت مثلث )۸۲ می‌توان مساحت ذُوزنقة ۲ ۸۸ را 
از مجموع مساحت‌های دو ذوزنقه ۸۸۰ و 00۳ ۳ کرد (شکل 


۳۳۳ 


۱ مقدار مساحت مثلت 319 را 1 می‌نامیم. به‌دست می‌آید : 


۱ 
(27۱ نت ۳ (۷۳ ۳۰ 1 سس جر رگ 


۱ 


ز(2۳ ۷۳۲ ج 12 ور بو وج 


< (2۱ - 2۲)( ۲ + 19 وراچرام مر د 
۱ ۱ 
ز(2۷ - 9۱()2۱ + لاس ع 
درنتیجه» برای ۰.9 مساحت مثلث» به‌دست آید: 
+( - ۱(« + )| 2 - 5 
ا(2۱ - 2۴)( ۱ + )+ (2۳۳ - ۴()۲ا د وود 
مساحت مثلث باید مقداری مثبت باشد به‌همین مناسبت؛ از علامت 
ندرمطلق استفاده کرده‌ایم. مقدار 5 را با اندکی تبدیل» می‌توان چنین نوشت : 


۱ 
5 < 2۱/۷۲ -۷۳( + 2۷0۵۲ -۷۱( +2۳) 1۷۷ ( 


(آزمایش کنید). برابری (۰)۳ به زبان دترمینان» به‌این صورت درمی‌آید : 


۲۳ 1۲ ۱ 
۳ | - - ط 
۱ ۱ ]۲ 
۲ ۰ 1/۱ ۲۳ ۰ #۱ 
۲ |۳۹ و و ]8۲ 


مقدار داخل قدرمطلق باز شدهٌ یک دترمینان مرثيةٌ ۳ است : 
۹ نا ۱ بل 


۳ ۲ ۱ و 
۱ ۱ ۱ 


۳۱۳ 


در وافع» قدرمطلق این دترمینان) مقدار مساحت مثلث ر می‌ دظك., 
مثال ۰۲۳ اگر (۳ ,۱-)۰4 (ه ,۳) و (۰))۸,۱۲ راس‌های مثلث 
۸ باشتد » مساحت مثلث را به‌دست آورید. 


حل. به‌ترتیب داریم : 


۲ ۳ 5 ۸ ؟ ۲ 
له ۳ -- 8۵.۵۲ ۳ | - ۲۵8 
1 , ۱ 
۱ ۱ ۱ 
۳ ۱ 
+ (۱۲ ۳۳ - (۱۲ - ۱1/۰ < ۱ 1-۸ 


+۸)۳ - ۰( < ۱۲ + ۲۷ 4+ ۲۴ - ۳ 


فك ۱ 
پاسخ. ۳1 کح (واحل مربع). 


همین‌فدر یادآوری می‌کنيم که» بسیاری از دستورهای هندسة تحلیلی را؛ 
می‌توأن با زبانی ساده به‌وسیلة دترمینان بیان کرد؛ ولی در این‌جا از آن‌ها 


مر گلیی 


+ . پدید آورندگان مفهوم‌های ماتریس و دترمینان 
امروز دترمینان؛ به‌عنوان یک ماتریس مربعی که بنابر تعریف» مقداری دارد؛ 
تعر یفب می‌ شود . به‌همین مناسیت ؛ تعریف دترمینان بل از تعریف ماتریس ۴ 
به‌عنه ال بخسی از آن؛ مطرح قي شنواق ون ال دیدگاه تاریخی » مفهوم دترمینان» 
ندکی پیش از مفهوم ماتریس به‌وجود آمد. 

نظریة دترمینان» در نیمة دوم سدهٌ هجدهم و نیمه اول سدة نوزدهم. 
با بررسی‌های (کابریل کرامر) ریاضی‌دان سویسیل (۱۷۰۳۴ ۲ ۱۷۵) با طزح 
مساله‌های مربوط ند حل و بیحت دستگاه‌های حطی در حه اول یدید آمل. 


۳۳۴ 


هنوز: در کتاب‌های دبیرستانی» دستورهای 


را دستورهای کرامر» برای حل دستگاه شامل دو معادلهٌ خطی دومجهولی 
ی‌نامند. ‏ ولی در پیدایش و تکامل مفهوم دترمینان» ریاضی‌دانانی؛ مثل 
«الکساندر وان‌درموند» (۱۷۳۵ ۰/۱۷۹۶ «ییرسیمون دولابلاس» (۱۷۴۹ 
- ۰/۱۸۲۷ «اوگوست لوئی کوشی» (۱۷۸۹ - ۱۸۵۷) - ریاضی‌دانان 
فرانسوی ؛ «کارل فردریک گوس» (۱۷۷۷ - ۱۸۵۵) و «کارل گوستاو ژاکوبی» 
(۰۴ - ۱۸۵۱) - ریاضی‌دانان آلمانی - نقش جدی داشته‌اند. 

پایه‌گذاری منظم نظریة دنرمینان متعلق به «گوس» ولی نام‌گذاری‌های 
امروزی مربوط به آن از «آرتور کی‌لی» (۱۸۲۱ - ۱۸۹۵ ریاضی‌دان 
انگلیسی است. 

مفهوم ماتریس» برای نخستین بار؛ در کارهای «ویلیام هامیلتون» (۱۸۰۵ 
- ۱۸۶۵)؛ ریاضی‌دان ایرلندی و «کی‌لی» در نیمه اول سده نوزدهم مطرح 
شد و بایه‌های نظری آن را» «کارل وایرشتراس؛ (۱۸۱۵ - ۰/۱۸۹۷ «فردیناند 
فرو به‌نیوس» (۱۹۱۷-۱۸۴۹) و دیگران؛ در نیمه دوم سده نوزدهم و نیمه 
اول سده پیستم» ريختند. 

در نیمه دوم سدهُ نوزدهم» دترمینان از مرتبهٌ بی‌نهایت (که می‌توانست از 
یک طرف یا هر دو طرف. بی‌پایان باشد)» مطرح شد و مورد بررسی قرار 


گرفت. 


#۶ چهارضلعی رل هر 0 با این ماتریس معرفی لو آنتتتجنا:: 


۳۳ ۵ 


۵ ۵ ۱ 
[ ۶ .۳ ۴ ۲ 
*۶۷. به جدول ۳ < ۳ در شکل ۳۲ توجه کنید. 


این یک مربع وفقی نیست. در این جدول مجموع عددهای هر قطر و 
مجموع عددها در سطر دوم و در ستون دوم برابر است با ۰۲۱ ولی مجموع 
عددها در سطر اول و در ستون اول» برابر است با ۱۸ و مجموع عددها در 
سطر سوم و در ستون سوم برابر است با ۲۴. اين جدول» ویژگی دیگری 
دارد. عدد یکی از خانه‌های جدول را به دلخواه انتخاب کنید (مثل عدد ۶ 
از خانهٌ وسط سطر اول) و سطر و سنون مربوط به این خانه را حذف کنید 
(سطر اول و ستون دوم). سپس از بین خانه‌های بافی‌ماندهٌ جدول» عدد 
دلخواه دیگری را انتخاب کنید (مثلاً عدد ۷ در خانه اول سطر سوم) و سطر 
و ستون مربوط به آن را حذف کنید (سطر سوم و ستون اول) تنها یک خانه 
بافی می‌ماند (خانه‌ای که در سطر دوم و ستون سوم فرار دارد» یعنی عدد 
۸. اگر این عددهای انتخابی را با هم جمع کنید؛ هميشه عدد ۲۱ به‌دست 
می‌آید : ۱ 
۱ - ۸ + ۷+ ۶ 


راز اين جدول را پیدا کنید. آیا می‌توانید جدول‌های دیگری با اين ویژگی 


۳۳۶۴ 


بسازید؟ لازم نیست عدد ابت» هميشه ۲۱ باشد. شما جدولی ۴ « ۴ 
بسازید که مجموع ثابت آن برابر ۵۵ باشد. 

۸ با مثال نشان دهید. از مجموع یک ماتریس با ماتریس قرینهٌ آن 
ماتریس صفر به‌دست می‌آید. 


۱7۹ 7 و ل را از این معادله به‌دست آورید: 


۲ ۱-۴۱۰۱ 


۶۰ نقطه به مختصات ( 1 ,2) داده شده است. ماتریسی ۲ 7 ۲ پیدا 


7 
کید که ارآ اد ریس ستونی | 
ّ 


۱ قرینة ۸ نسبت به محور ۰22 ب) مختصات ۲۱ قرینة ۸4 نسیت به 
محور ۷ ج) مختصات نقطه م۸ قرینه ۸ نسبت به مبداء مختصات 


۱ ضرب کنیم : الف) مختصات 


۲ این ضرب‌ها را انجام دهد : 


۱ ۵ 1۲ ۲ ۱ ۲ 
یا ۱ ۲ اب | | ۳ 


2-۲ ۱] 
[ ۱ ۵ || ۲ .]" 
۳ * ۲ 3 ۲ 
" | نج لس سا هب ]* 


۷ ( + ۱ و۲1 سب 6 داده سدهة است. به‌ کمک ماتریس‌ها فرینه 
این نقطه را نسبت به هریک از محورها و نسبت به مبداء مختصات بیدا کنید. 


۳۳۷ 


۷۳۳ ؛: ۵ و ۶ را به‌دست آورید؛ به‌شرطی که 


.- 0 ۱ ۴ 
تس ۷ 
تس ِ 4 ۵ ۱ 


۱ ۲ 


۷۴ اف < قآ اسف 
را | 0 زو وا ۴ 


است : 

الف) 8 +۸؛ ب) ۸-8 ج) ۸۱؛ د) "7 ه) 
۲ب + ار و) ۸4۳؛ ز) 1۸ 

۱۳۵ این دستگاه‌ها را حل و بحث کنید : 
۲ عد رن + 65 

ط 6 
6 

۶ این دترمینان‌ها را محاسبه کنید : 


۱ ۵2 + ۲ - -۲ 


(ب 


باه + :02 | 


به وم - و ارو بج ومع + ب6 811 .| 


1) 


بو 0 - 6 2۲ ۵ ناو + ۵ 121 


۷۲ ( 


8 
2 
0 


جع بت و 
6 للع مت 


| 510 ۵ ۱ 6086 ۱ 
۹18 8۸ 6۵90 
8112127 60927 ۰ 


«۳ ( 


۷۷ با چه شرطی» این برابری برقرار است : 


7 ۵ 603 0 0 6 605 ۱ 
۱ 6082 9 6 | <- | 6۰057 ۱ 6 05 
هو ومع 6 609 ۱ 092 8 609 


۳۳۸ 


این ماتریس‌ها داده شده‌اند. 


۳ ۴" ۱ ۲ ۱ 
ور اس ۲ (" ات ور .]| « ۱ 
1۰ ۱۱ ۴ لاست 
۳ ۲ [ 

است. ۷ ٩.‏ ] سار 
۴ب ۴ ۱۳ 


2 و ۸ را با هم مقایسه کنید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 
۷۷ نفطه‌های (۲ ,۱-)۰۸ (۴,۳۲)ظ] و (۳,۵)/) مفروض‌اند: 
الف) معادلة هریک از ضلم‌های مثلث )۸ را به‌کمک دترمینان 
پنویسید؛ 
ب) مساحت مثلث )۸ را؛ به‌کمک دترمینان بیدا کنید. 


۱۸۵ . حاصل این دترمینان را به‌دست آووید : 


۱ 0 1 / 
۱ 0 0 1 
۱ / 0 ۳ ۸ 
اه ده 0+6 
۲ ۲ ۲ 


۳۳۹ 


پاسخ. راهنمایی و حل تمرین‌ها 


پیش از آغاز و یاداوری 
۱ فرض می‌کنيم؛ در عدد نه‌رقمی ۱ + ۲ همه رقم‌های از ۱ تا ٩‏ 


و جرد داشته باشد » در این‌صورت ؛ مجموع رقم‌های این علد سین می‌شود : 
۵ - ۸+۹ ۷+ ۵+۶ +۲ +۲+۳ +۱ 


یعنی باید عدد ۱ + ۳ بر ۳ بخش‌پذیر باشد (چون مجموع رقم‌های آن» بر 
۳ بخش‌پذیر است).ولی بینيم آیا عدد ۱ + ۲«( ع ) می‌تواند بر ۲ 
بخشپذیر باشد. برای این‌که» در تقسیم ۱ + * بر ۰۳ به باقی‌مانده‌ای برابر 
صفر تراسخ * بایك در تقسیم ۷ بر. 6۳ باقی‌مانده‌ای برابر ِ.- (یا ۲( رد سست! 
آید. ولی باقی‌مانده حاصل از تقسیم 7 بر ۳۲ یا صفر است (وقتی 7 فد ۳ 
بخش‌پذیر باشد) و یا ۱ (وقتی * بر ۳ بخش‌پذیر نباشد). یعنی ۱ + "9 
نمی تواند ۳ بخش‌بذیر باشد. به‌این ترنیب» فرضص ما ادرست است و ٩‏ 
رقم عدد ۱ ِ ۷ نمی‌توانند مرختلف باشند؛ یعمی دست کم باید دو رقم برابر 


داشته باشد. 


و ۲۴ 


یادداشت. این‌گونه استدلال را» در ریاضیات. برهان خلف می‌گویند. 
در استدلال با برهان خلف» فرض را پر نادرست بودن حکم مساله با قضیه 
می‌گيريم و روشن می‌کنیم که چنین فرضی. ما را به تناقض می‌کشاند. 
در برهان خلف؛ باید مواظب حالت‌های مختلفب ممکن باشیم. مثلاً اگر 
بخواهیم؛ با برهان خلف برابری دو زاویه را ثابت کنیم: باید ثابت کنیمء 
زاوية اول از زاو دوم بزرگتر نیست و سپس» ابت کنیم. زاوية اول از زاویة 
دوم کوچکتر هم نیست. 

۲ فرض می‌کنيم چهار مرکز در راس‌های مربع ۸0/1 باشند 
(شکل ۳۲۳). مثلث‌های متساوی‌السافین ۸۸۳ و 12 را با زاویه‌های 
راس ۱۳۰ درجه در نظر می‌گيريم. اگر از نقطهٌ ۸ وسط ضلم ۰۸ به 
نقطه ۷ وسط ضلم () وصل کنیم. پاره‌عط راست ۰۸۷/۷ از نقطه‌های 
و ۲ می‌گذرد. در مثلث فائم‌الزاوية 6 ۷ داریم: 


۱۳۸/۱ ۵, ۱8/۱ 2 ۱۵ 


اگر فرض کنیم 2 |87 بنابه رابطه فیثاغورث به‌دست می‌آید؛ 


۳۱ 


برای مقدار ۷/۳ داریم : 
۳ ۳ ۱,۷۳۲ 
بنابراین ۵۸۷۸ > || و درنتیجه 
۲ > ۴۱۳۱ ۱۱+ ۱0/۳۱ + ۱۵۱ + ۱ 


طول باره حط راست ۱/۳3 برابر ِ است ؛ بس 


۱0 ۱ 
۳ ۵ 7 ۱۷۱ + ۱۷۲۱ 
از آن‌جا 
۷ ۸ -- ۵/۷۷۳ ۱۰ > (۲۱ ۱۸۷+ ۱۸/۳۱ ۱۷۷۱ < ۱۳/۲۱ 


بنابراین» اگر جاده‌ها را ب‌صورت ۸ ول ۳ )۳ و (۲ بسازیم» 
مجموع طول‌های آن‌ها چنین می‌شود : 
+|ه| +68۱ + ها + ۸۵| 
۵ - ۴۸۲۳ + ۲۳/۱۲ > ۱۳۱+ 
مجموع طول حاده‌ها از ۲۷ کیلومتر و ۳۵۰ متر» و به‌طور طبیعی از ۲۸ 
کیلومتر کمتر می‌شود. 


۳۳۳ 


۳ این یک فانون است : مجذور هر عدد فرد» در نشسیم بر ۰۸ به 
باقی‌ماندهٌ ۱ می‌رسد. در وافع؛ اگر 2 را عددی فرد فرض کنیم (یعنی فرضص 
کنیم | ۸ <- )۰ آن‌وفت 


۱۱ +۴۸۲ - ۴+۱ + ۴۲ < (۱ بد ۲ ) نس او 


(۱ + 01 عددی زوج است (از دو عدد طبیعی پشت سرهم» یکی زوح 
است) ننابراین (۱ + :۴۸/۸ بر ۸ بخش‌پذیر است» یعنی 77 در تقسیم بر 
۸ باقی‌مانده‌ای برابر ۱ می‌دهد. 

۴ عددی بر ۶ بخش‌پذیر است که بر ۲ و بر ۳ بخش‌پذیر باشد. وفتی 
مجموع سه عدد زوح باشد؛ به معنای آن است که يا هر سه عدد زوح‌اند و 
یا یکی از آن‌ها زوح و دوتای دیگر فرد است. جون مکعب عدد زوج؛ عددی 
زوج و مکعب عدد فرد» عددی فرد می‌شود؛ بنابراین» مجموع مکعب‌های این 
سه عدد؛ عددی زوح و بر ۲ بخش‌بدذیر است. 

باقی‌ماندءٌ حاصل از تقسیم 2۳ پر ۳ (۳ ع ) با باقی‌ماندة حاصل از 
تقسیم 2 بر ۳ یکی است؛ زیرا عدد ۰5 نسبت به عدد ۲ سه حالت دارد: 


در حالتی که 2 بر ۳ بخش‌پذیر باشد؛ روشن است که "هم بر آبخش‌پذیر 


اتتتا: دز حالت ۱ - م۳ 2 بآ 6 مقدار 7 به‌صو رت 


۱ + ( بد ۳۸۷ + ۹۲۳۸۲ ۱+ ۹+ ۲۷۲ + ۲۷۸۲ < ه 


بیع ق: 


درمی‌آید ؛ یعنی باقی‌مانده تقسیم آن بر ۲ برایر | است. همچنین» در حالت 
۲ ۸ ۲۸ << :۰2 برای ۳ به‌دست ی رل 


۳۹۳۳ 


۲۲+ ۱۲۸+ ۱۸۲ + ۳/۹۲ < "7 که بازهم در تفسیم بر 
۳ به باقی‌مانده ۲ می‌رسد. یعنی اگر مجموع سه عدد بر ۳ بخش‌بذیر باشدء 
مجموع مکعب‌های آن‌ها هم بر ۲ بخش‌پذیر است. 

یادداشت. اين مساله را می‌توان؛ به‌صورت کلی‌تر زیر آورد ؛ 

[گ مجموع سه علد بر ۶ بخش‌پذیر باشد» مجموع توان‌های فرد آن‌ها 
(ولو اینکه اين تونهاء با هم برابرنباشند)» بر ۶ بخش‌پلیر است. بهایی 
ترتیب» برای عددهای طبیعی ۰ 1 ۰2 ۰7۰ ۰ و اگر 2 + +2 بر ۶ 
بخش‌پذیر باشد. آنوقت 2۲*۱ + ۳+۱ + ۲۱ج نویر نان ونر 
است. 


۵ اگر ۰8 7۰ و 7 را عددهای طبیعی فرض کنیم؛ باید داشته باشیم: 
6 + ۵7 < 0 + ۳۳ < »6 +۳4 -<- »و 
که از آن‌جا به‌دست می‌آید : 
0 - 8 ع< نم ,۴ - و عد و ,۳ - و 
و بنابراین» برای ۳۶6 + ۴۵۵ + ۴۰۵ به‌ترتیب خواهیم داشت : 


< 1۲۲۳۴6 ۴۵ 4 ۴۰0 
> (۵ - )۳۶ + (۴ - :۴۵/۵ + (۳ - )۴۰ << 
۱۸۰۲ - ۱۸۵۲۲ - :۱۲۵۸ سب ۳۱8( خت 


2 + (۳۶ - ۳۵ - ۲ - و۶۵۰)۲ < 


این برابری نشان می دهد که از تقستیم ۴۰64۳۴۵۰ ۳ #۰ بافی‌مانده‌ای 


برابر 2 به‌دست می‌آید. 


وفوش 


از اين مساله می‌توانید؛ به عنوان سرگرمی استفاده کنید: از دوستی 
بخواهید عددی بین » و ۶۰ فکر کند و باقی‌مانده‌های حاصل از تقسیم آن بر 
۳ ۴ و ۵ را به شما بگوید. آن‌وقت» شما خود عدد را بیدا خواهید کرد. 


. اگر 7 را عددی طبیعی و 7 را کسری کوچکتر از واحد فرض کنیم» 
می‌خواهیم داشته باشیم : 


٩/۲ + 7 -< 


از این معادلة ساده کنگ به‌دست می‌آید : 


۱ هد بل.. و این » همان 
۱ 11 
دستوری است که مساله می‌خواهد. مثلاً به‌ازای ۵ < 7 به‌دست می‌آید 


۵ 
3 ۵ 
بت ۵ ات۵ 
۵۲۴ ۲۴ 


۶ 7 و 
۷ در واقع اتحاد زیر برای هر مقدار حقیقی ۶ و ۷ درست است: 


۱ 
۳۳ 


سل 
۷ ۷ 
و این همان دستوری است که لازم داشتیم (برای ماء :2 و عددهایی 


طبیعی‌اند) . 


۸ سمت چپ برابری را تبدیل می‌کنیم : 


۱ 


٩/6 بو‎ - ۲۷۵۲ ۵ 


حت بم (21] ۲ -- ۱ 
۵ "وم ۱ 


اه صعا - ۱۱ << ۵(۲ 28 - ۱/۱ - 0 4۵0 ۲ - به دا + ۱/ 


برابری مساله اتحاد نیست؛ زیرا اه 127 -- ۱| هميشه با :0 ۲2 -- ۱ برابر 


یی 


برای این که برابری 0 120 - ۱ < اه 7 س ۱ برفرار باشد) باید 


داشته باشیم : 
۱ > ۵ 20 ج< ه < ۵ ۱-۱۵10 


روشن است: اگر » > ۵ «عبا. آن‌وقت ابرابری برقرار است (وقتی که انتهای 
کمان »۵ در ربع دوم یا چهارم دایرة مثلئاتی باشد). برای ۱ > ,0 طعنا > ۰ 
دو حالت ممکن ات ۱( انتهای کمان 0 در نسم اول ربم اول؛ ۳ در 


۰ ۱ ا ‏ 1 اس ۳۹ 1 نی | اج 1 ۳۳ 
نیمه اول ربع: سوم دایره مثلئاتی باشد. اگر تنها کمان‌های بین 9 ل "7 


را در نظر بگیریم» به این نتیجه می‌رسیم که برای برقراری اتحاد. باید داشته 
ره این تراتسا برابری مساله» وقتی یی اتحاد است که داشته باشیم : 
وه 3 7 ۱ 7 7 
سب 4 ۲۲ > ۵ > - +۲6۲4 یا - + ۲۷۷۲ > > - - ۲۸:۲ 
۳ ۲ ۴ ۲ 
این دو جواب را می‌توان» به‌صورت کلی یک جواب نوشت: 
(۸ ع /) رج +ج > و > 2 - مب 


۴ +۴۱ - | عد از 


۳۳۶۴ 


ات تست ۱5۳۲ 


اگر ۳- > یا۲ < و.اآن‌رقته < ۴ - ۲؛ اگر ۲ > 27 > ۰-۲ 
آگوقت ۰ > ۴ -- 2۲ (محاسبه کنید و دلیل را پیدا کنید!). بنابراین 
(۲ > ۶ > ۲-) 8 ی 
(۲ < و یا ۲- > 2) ,"۲۵ ات 
نمودار تابع ر سر شکل ۳۳ داده‌ایم. 

۲) 0:2 | < . باید نمودار تابع با ضابطهٌ 2 دم»  <‏ را (مثلا 
در فاصلهً » تا ۲7) رسم و. سپس بخشی از منحتی را که زیر محور در 
است؛ به‌قرینةٌ خود نسبت به‌این محور تبدیل کرد (شکل ۳۵). 

۰ روشن است که چیستا؛ از خواهران خود بزرگتر است زیرا مساله 


می‌گوید «وقتی ناهید به سن امروزی چیستا بردسد» یعنی ناهید از چیستا 


۳۳۷ 


کوچکتر است؛ همچنین مساله می‌گوید «آنوقت» سن چیستا» دو برابر سن 
مرّده خواهد بود» یعنی مرده هم از چیستا کو چکتر اتییتا: 

فرض می‌کنیم» سن امروز چیستا برابر ۰۵ سن امروز ناهید برابر ‏ و 
سن امروز مژده برابر » باشد. وفتی ناهید به سن امروز چیستا برسد» به‌اندازه 


1 - 6) سال بزرگ شده است. در آن سال؛ سن سه خواهد چنین است: 


زا - ۲۵ < ( -6) +6 : چیستا 
۵ < ( -6) + : ناهید 
6-8 + عد ( -) 64 : مر ده 


مساله می‌گوید» سسن چیستا در برابر سن مزده می‌ شود » بعی 


۲۵-8 <- ۲/۵ + ۰- 9( + 9 << 6 


یعنی؛ آمروز» سن ناهید دو پرابر سن مزده است. 

پاسخ. چیستا از همه بزرگتر و مژده از همه کوچکتر است. سن امروز 
ناهید. دو برابر سن امروز مژده است. 

۳1 چود رئیس مدرسه» در بین سه نفر دیگر خویشاوندی ندارد ؛ 
درضمن داراب براردزاده منوچهر است» پس رئیس مدرسه نه داراب است و 
نه منوچهر. 

یکی از دو برادری که در اين گروه چهارنفری وجود دارد؛ یا منوچهر 
است و یا داراب» زیرا اگر این دو نفر» برادری در گروه نداشته باشند باید 
ابراهیم و تهمورث بردار باشند. درنتیجه» بین این چهار نفر» دو نفر (ابراهیم 
و تهمورث) برادر و دو نفر دیگر (منوچهر و داراب)؛ عمود و برادرزاده‌اند و 
برای رئیس که خویشاوندی در گروه ندارد» جایی باقی نمی‌ماند. 


۳۳۸ 


به این ترتیب» معاون دفتردار و خدمتگذار مدرسه با هم خویشاوندند. 
ببینيم چه رابطه‌ای با هم دارند؟ دو حالت ممکن است: 

حالت اول. ‏ معاون؛ همان منوچهر و» درضمن؛ عموی دفتردار و 
حدمت گذار است. ولی این حالت ممکن نیست. زیرا در صورت مساله گفته 
شده است : امعاون» عمودی دفتردار نیست». 

حالت درم. معاون داراب و» درضمن؛ برادرزاد؛ یکی از برادران و بسر 
برادر دیگر است. جون خدمتگذار عموی معاون نیست. باید پذيريم که 
دفتردار عموی معاون است. بنابراین» دفتردار همان منوچهر و معاون همان 
داراب است. داراب از ابراهیم بزرگتر است» بنابراین خدمتگذار نمی‌تواند 
ابراهیم باشد (پدر نمی‌تواند از پسر بزرگتر باشد). پس خدمتگذار تهمورث 
است و رئیس (که از راه حذف به‌دست می‌آید) ابراهيم است. 

پاسخح. ابراهيم؛ رئیس؛ داراب؛ معاون؛ منوچهر دفتردار و تهمورث 
خدمتگذار است. درضمن ؛ موچهر و تهمورث برادرند و داراب پسر تهمورث 


ض 


است. 

۲ از بین ۱۰۰ جهان‌گرد» ٩۰‏ نفر یا با زبان فرانسوی با با زبان 
انگلیسی و يا با هر دو زبان آشنا هستند. چون ۷۵ نفر به زبان فرانسوی 
صحبت می‌کند» پس بقیه آن‌ها؛ یعنی 


۵ حد ۷۵ - و ٩‏ 
۵ نفر تنها به زبان انگلیسی و به همین ترتیب به تعداد 
۵ < هار - و٩‏ 


۵ نفر تنها به زبان فرانسوی صحبت می‌کنند. ۵ + ۰۱۵ یعنی ۲۰ نفر یا زبان 
فرانسوی را می‌دانند و یا زبان انگلیسی را. بنابراین» تعداد جهان‌گردانی که با 


۳۳۹ 


هر در ژبان آشنایی دارند) برایر است پا 


(نفر) ۷۰۵ -- ۲ -_ و ٩‏ 


۳ سطرهای ضرب را شماره‌گذاری می‌کنيم : 


کر ۱ ۲ ۱ 
+ *# ۳ ۲ 
8 2 ۵ ۳ 
+ ۴ ۶ ۳ 
۴ + 1۹ 

دا لا ۳ 


اکنون؛ باتوجه به رقم‌های معلوم به استدلال می‌پردازيم : 

۱) رقم یکان سطر ۰۵ برابر است با ۳. اين ۰۳ از ضرب ۳ (صدگان 
سطر ۲) در یکان سطر ۱ به‌دست آمده است. پس رقم یکان سطر ۱ برابر 
است با ۱. 

۲) رقم صدگان سطر ۳ برابر است با ۵. اين ۰۵ از ضرب رقم یکان 
سطر ۲ در صدگان سطر ۱ (یعتی ۰)۲ البته با اضافه شدن احتمالی دهگان 
ضرب قبلی به‌دست آمده است. رقم یکان سطر ۲ به‌ناچار برابر است با ۲. 

این دو رقم را که پیدا کرده‌ایم با رقم‌هایی که به‌کمک وجود آن‌ها به‌دست 


می‌آیند» در ضرب می‌نویسیم (اول صفحه بعد را ببینید) 


۲ ۵ 9 


1 1 1۴ ۲ 
۲ 3 لا 
۴ ۷ ۳ 
۷ ۵ 
۱ ۶ 


۳) دهگان سطر ۱ باید از ۴ بزرگتر باشد» زیرا از ضرب ۲ (یکان سطر 
۲) در سطر اول. پاید عددی بزرگتر از ۵۰۰ به‌دست آید. 

۴) دهگان سطر ۲ باید از ۵ کو جکتر باشد» زیرا اگر چنین نباشد. عدد 
سطر ۰۳ چهاررتمی می‌شود. 

۵) از ضرب دهگان سطر ۲ در دهگان سطر ۱ عددی با رفم سمت 
راست ۴ به‌دست آمده است. 

ببینیم» حاصل‌ضرب کدام دو رقم به ۴ ختم می‌شود؛ در این‌جا» عدد 
سمت چپ را دهگان سطر ۱ و عدد سمت راست را دهگان سطر ۲ گرفته‌ايم ؛ 
درضمن توجه داریم» رفم سمت چپ از ۴ بزرگتر و رقم سمت راست از ۵ 


از این سه عدد» ۲ < ۷ جواب نیست؛ زیرا ۷ در رقم‌های این ضرب 
وجود ندارد. اگر رقم دهگان سطر ۱ را ۶ و دهگان سطر ۲ را ۴ بگیريم 
آن‌وفت» سطر ۰۴ عددی چهاررقمی می‌شود. تنها می‌ماند ۳ >« ۸. دهگان 


۲ ۵۱ 


سطر ۱ را پر ۸ و دهگان سطر ۲ برابر ۳ و خود ضرب چنین است. 
۲۸۱ 
نش 
2 
۱۳۳ 
۱۴۳ 
۳۳۹ 


۴ سه عدد را ۰2 لا و 2 می‌گيريم. پنابه فرض داریم : 


5 سم < م2 + ۷ ۲ :23 | 
ع ۵2 چه و 


بخش‌پذیر باشد. چون 7 عددی است اول» بس 


۶۵ - ۵۲ - م2 ج- "۵ < رن 


از آن‌جا "۵ < ۴ < (۱ - ۵۳)۵ < ۵۲ - ۵٩‏ < (نه 4 » 


کرچکترین مضرب مشترک 4 و ۰ برابر ۲۵۰ است. نها جواب ممکن 


۰ << 1 ۰ ,۲۵ < و پا ۲۵۰ < ۲۷۵ < لا ,۱۰ < ۲۵ < » 


پاسخ. 6 ۲۷۵۰ + ما۲ ۶. 
۵ یکی از جواب‌های ممکن» در این‌جا داده شده است : 


٩۸-۷۶ + ۵۴ +۳ 4 ۲۱ ت‎ ۰ 


۳۳ 


۱7 حمله اول تصاعد حسابی ر 0 و قلی پستشکا آن را / می‌نامیم. 
دستگاه به‌این صورت درمی‌آید : 
۵ + » < ( + 6) + » | 
۵ + ۰ < ۴۵(۷ +۵) + ۳(2 + 6) 
دو طرف معادله اول را در (۴۵ + 6)- و دو طرف معادلة دوم را در 4 + 6 
ضرب و سپس دو معادله را با هم جمع می‌کنيم. بعد از ساده کردن به 
معادلهٌ ۳0۲- ۳0 می‌رسیج ) بعمی ۱- < 7. با قرار دادن ۱- ع< ۲ 
پاستخ. س نت و .۱ <د از جواب دستگاه؛ به فدرنسبت تصاعد و به 
مقدار جمله اول تصاعد بستگی ندارد. 
یادداشت ۱. اگر در دستگاه شامل دو معادلة دومجهولی 
»6 < پا ٩‏ ۵2 ۱ 
۵ < را + 0 
0 و » تشکیل یک تصاعد حسابی و 0 9 و » تشکیل تصاعد حسابی 
آپن دستگاه ر در نظر بگیرید: 
۵ + ۵ < ۷( + 6) + 62 ۱ 
۵ + ۵ < ۷( + 0) + و 
که در آن "۵ عد » و 7 ۶« 8. اگر دو طرف معادلهٌ اول را در ۵ و دو طرف 
معادله ص را در ) ص ضصرب و 4 سیس ‏ دو معادله ۳ ۴ #م جمم کنیم؛ بعل 


از ساده کردن به‌دست می‌آید : 
۲ زو چ 0 ۳ )۲ سس ۷( ۵0۴ چِِ 8 ۵ ) 


۳۰۳ 


و با قرار داذن ۲ -<- ل» در یکی از دو معادله. ۱- < 27 به‌دست می‌آید. 
یادداشت ۲. این ویذگی» که دربارٌ دستگاه خطی شامل دو معادلة 
دومجهولی دیدیم» برای دستگاه‌های خطی با تعداد مجهول‌های بیشتر» وجود 
ندارد. به‌عنوان نمونه» دستگاه شامل سه معادلهٌ خطی را در نظر می‌گیريم که 
ضریب‌ها (همراه با مقدارهای ثابت) تشکیل ۱۲ جملهٌ متوالی از یک تصاعد 

حسابی بدهند. جملهٌ اول تصاعد را و فدرنسبت آن را 4 گرفته‌ايم : 
۵ + و < ۲(2 + ۵) + و( + ۵) + 02 


۵ + و - (۶0 + ع) + (۵0 +6) + «(۴0 + ») 
+ ه - ۱۰(2 + ۵) + (۹0 + 6) + »(۸0 + 0) 


اگر معادلهٌ اول را از معادلة دوم و پا معادلة دوم را از معادلةٌ سوم کم کنیم» 
در هر حال؛ له معادله 

۱ ح< 2 + و + 2۳ 
می‌رسیم و اگر بین: این معادله و معادله اول دستگاه» مجهول 7 را حذف 
۳ معادلة 

/ + ۲2 << ۳ 

ره‌دست مر .آید. د رنه ) دستگاه سه معادله خحطی سه‌مجهولی ؛ محر به 
دستگاهی شامل دو معادله خطی سه‌مجهولی می‌شود : 


ییا 
۳ بت 9( :با 


)( 


که جواب ثابتی ندارد (دستگاه» دارای بی‌نهایت جواب است). البته» در 
این جا هم ؛ جواب‌ها؛ ستگز, به ۵ (جمله اول تصاعد) یا 0 (قدر بسست 


۳۵۴ 


۷. اگر کوچکترین عدد را 7 فرض کنیم باید داشته باشیم: 


(4+۳) + 4+۲(۳) + (۱+) + 0 
(۶+) + (۵ +ه) + (۴ +ه) < 


که بعد از باز کردن برانتزها به معادله درجه دوم 
1 
و تست ۶۳ - ۱۸ ت و 


دروافع 


۵ 3۳ ۷۷۲ ز ۲۱۲ 


یادداشت. اگر همین مساله را» برای پنج عدد طبیعی پشت سرهم حل 
کنیم» به این جواب می‌رسیم : 


ات له اد وبا 


و کی راجنسکی (۱۹۴۵-۱۸۶۸ میلادی) » که دارای درجه دکترا در دانش‌های 
طبیعی و استاد گیاه‌شناسی در دانشگاه مسکو بود؛ به دلیل فرهنگ بالای خود؛ 
دانشگاه را ترک کرد» به روستایی در نزدیکی |سمولنسک رفت مدرسه‌ای برای 
کودکان روستا درست کرد و خود در آن به تدریس و تعلیم کودکان پرداخت. 
از نمونه مساله‌هایی که برای این کودکان کم سال طرح کرده و آن‌ها را به 
اندیشه واداشته بود» مساله ساده کردن کسر 


۱ ۱ ۲ ۱ 
۳۶۵ 


بود. دروافع؛ از آن‌جا که 
۵ - ۱۴۲ + ۱۳۲ - ۱۲۲+ ۱۱۳+ ۱۰۲ 
بنابراین» حاصل این کسر؛ برابر ۲ می‌شود. 
۸ عدد سه‌رقمی را۵66 می‌گيريم : 


66 < ۱۰۰۵ 4 ۱۰۵4 » 


با رفم‌های ۰0 6 و » (بدون تکرار یکی از رفم‌ها)» می‌توان شش عدد دورقمی 
ساخت : 


0 ,66 ,50 25 ,96 ,6 
مجموج این شش عدد دورقمی » برحسب ۵ و ۵ و »4 چنین می‌شود : 


+ (ه +۱۰6) + (0 + ۱۰۵) + (ه + ۱۰۵) + (0 + ۱۰۵) 
(م + 0 + ۲۲/۵ << (0 +۱۰۵ + (6 +4 4)۱۰۵ 
که باید پا دوبرابر عدد 406 برابر باشد» پس 
6 + ۱۰۵ + ۱۰۰۵ < (0 +6 +4 ۱۱/۵ 
که به معادلهة زیر منجر می‌شود: 


)۱ 6 + و -< ۸۹6 


یک معادله و سه مجهرل. ولی این مجهول‌ها» نمی‌توانند هر عددی باشند. 
آن‌ها رقم‌های یک عددند و بنابراین ۱۰ > 6و9 > ۱۰,۰ > > ۵. 


۳ 


به سمت راست معادله (۱) توجه کنیم. تاقتج کی توانید از ٩‏ ندرگ 
باشند» بنابراین 
5٩ (۲(‏ > ۸۹6 


۵ نمی‌تواند برابر صفر باشد. زیرا به‌ازای ۰ < ۰6 عدد 006 دورقمی می‌شود. 


پس ۱ < 6. برابری (۱) چنین می‌شود: 
٩ (۳(‏ <- ۱۰ + و 


روشن است که ۷ < ۰6 زیرا به‌ازای ۷ < ۰6 برای هن عدد دورقمی ۱٩‏ 
به‌دست می‌آید. همین‌طور ٩‏ < ۰6 زیرا به‌ازای ٩‏ < 6 برای 0 عدد منفی 
۱- بیدا می‌شود» بس ۸ < ه و از آن‌جا ٩‏ ع< ا. 

پاستخ. ۹ 

4 تعداد مرغ‌ها را ۰ تعداد خروس‌ها را 1 و تعداد غازها را 2 
می‌گيريم. بنابراین 
)۱( ۵ حه ۶ + ( و 

یس ند اش ها ِ_- 

برای مرغ‌ها به تعداد تس اسکناس (هر سه مرغ یک اسکناس) برای خروس‌ها 


12 بل 

)۲( ۵۰ > ۱۲2 + ۳۷+ ۲۵ چ ۳۰ < و۲ + 2 + 

اگر معادلةٌ (۲) را از ۱۲ برابر معادلٌ (۱) کم کنیم؛ به‌دست می‌آید: 
11 


۱۸ 2 و ج ۱۸۰ < ٩۷‏ + ۱۰۵ 


۳۷ 


2 یعنی تعداد مرع‌ها عددی درست است» پس باید 


کوچکتر از ۱۸ باشد. تنها امکان »۱ < ۷ است که درنتیجه به‌دست می‌آید 
٩‏ < 2؛ و باتوجه به معادلهٌ (۱)) ۱۱ < 2. 


عد‌دی درست و 


پاسخ. ٩‏ مرغ ۱۰ خروس و ۱۱ غاز. 
۰ اگر عدد طبیعی 7 را به عدد طبیعی 2 اضافه کنیم و مجموع بر 7 


سه‌رقمی مجهول را 2 می‌گيريم. این عدد باید بر ۷ بخش‌پذیر باشد: 


 -< ۷۸ (۱) 


یک‌بار ۷ واحد و بار دیگر ۸ واحد ره اضافه کرده‌ایم ؛ مجموع بر ۸ 


بخش‌پذیر شده است. یعنی ۷ + 7 بر ۸ بخش‌پدیر است. چون 
۸ (۱-») < ۷ + 2 

پس باید ۱ - 2 بر ۸ بخش‌پذیرباشد: 

۸7۰۱٩ ۱ (۲)‏ ع< و چد ,۸ < ۱ - ۶ 


به ۸ + ۷ + :2(< ۱۵ + 2) ٩‏ واحد اضافه کرده‌ایم» مجموع بر ٩‏ بخش‌پذیر 
شده است» یعنی باید ۱۵ + 2 بر ٩‏ بخش‌پذیر باشد و چون 


۸ + (۳ - 7) < ۱۵ + 7 
,ابراین ۳ -- 2 بر ٩‏ بخش‌بذیر است: 
۳۱( ۳ و٩‏ حد و جد ٩‏ < ۲ - 7 


۳۵۸ 


(در برابری‌های (۱) و (۲) و  ۰)۳(‏ و 7 و سح عددهایی طیعی‌اند.) 


از مقایسة برابری‌های (۲) و (۳) به‌دست می‌آید: 


۲ ۲ 


۸7۰ +۲ ۱ -< ٩0۵ ٩1 ۳ رح ۲ جد‎ + ۳ 


برای این‌که 77 عدد درستی باشد باید ۲ + 2 بر ۸ بخش‌پذیر باشد؛ یعنی 


1۷ ت 0( ۳ ۳ ( ۳۲ 
از آن‌جا باتوجه به برابری (۳) 
۴( ۵ + ۷۲ < ۳ + (۲ - ۹۸۹ < 


برابری (۴) را با برابری (۱) مقایسه می‌کنيم : 


| سب ۲۵ 
۷ 


سل ۲ بت ۱0 دوخ ۵ .۷۲۵ 2 ۷۸۵ 


۱ 1 1 ۱ 


(۵, 

و برای بخش‌پذیر بودن ۱ +۰ بر ۲ باید 1 عددی فرد باشد: 
(۳۷ ع ) ,۱+ ۲۶ < با 

باتوجه به برابری (۵) نتیجه می‌شود : 


۲۳ ۲۲ 
دم قوس ات + ۱۱ + ۳)۳ 0 


و سرانجام باتوجه به برابری (۴): 
۳ + ۵۰۴ < ۱۵ - (۴ + ۷۲/۷۶ < 2 
2 عددی است سه‌رفمی. بنابراین » < 1 پا ۱ < : 
۲ جت ه << 7 
۷ :۱ + 


پاستخ. مساله تنها یک جواب دارد: ۲۷۳. 
۱ را عددی درست می‌گيريم و فرض می‌کنيم داشته باشیم : 
(۵ 6 ) 7 < (۱ - ۴2 - )۱087 
(۱) »2 (۱ + ۲۳) - ۴2 - آو چد ۲۳ < ۴۵-۱ - آ و 
این معادله درجه دوم وقتی ريشة گویا دارد که مبین آن؛ مجذور کامل باشد : 
۳ 1 ۵ < 4۱ ۲۳۲ ۴4 < 1 

برابر صفر نیست. زیرا "۲ + ۵ یعنی ۶ مجذور کامل نیست. دو حالت 
پیش می‌آید : 

۱( اگر ه حر ۲7. عدد ۲۳ + ۵ فرد است (جرا؟) بنابراین» برای عدد 
درستی مثل /؛ پاید داشته باشیم : 

(۱ + :)۴ < ۲ ج ۳ 4 ۲) -- ۲۳ + ۵ 


و ۲۴ 


که اگر دو طرف برابری را بر ۴ بخش کنیم؛ به‌دست می‌آید: 
)۲( ۱- (۱+ )6 عت ۲۳۲۲ 
۱۱ + با )ج عددی زوج ازننین (اژ دو عدد پشت سر هم یکی زوج اتتت ۱ 


بنابراین» مقدار سمت راست در برابری (۰)۳ عددی فرد می‌شود. از بین 
توان‌های ۰۲ تنها ۲۳ (یعنی ۱) عددی فرد است. بس 


را تا ور ای نت ۳ 
معادل (۰)۱ به‌ازای ۲ < ۰77 چنین می‌شود: 
اس 2 ۵ رو چد و د ۵ - ۴۵ - و 
۲) اگر ۰ > 7. فرض می‌کنيم 7- < 7 (۰ < ) و مبین معادلهة 
(۰)۱ به‌این صورت درمی‌آید : 


۱+ ۲۳ ۵ ۱ 
۳-۰ 1 
مخرح (یعنی ۲۳) وقتی مجذور کامل است که 1 عددی زوج باشد : ۲۲ < ۲ 


(2 ع 2)؛ درضمن داشته باشیم : 


(۳) (۲+۱) - ۴۶۲ ۷ ۵ چم« (۲8+۱) -< ۱ +۴۳۳۰ بر ۵ 


6 و ۱ + ۷ و همچنین ۵ و ۴۳۰۱ نسبت به هم اول‌اند؛ بثابراین وقتی این 


| ۳۳۱ 


۳۴۱ 


از این‌جا ۴ < ۲۲ < 7 و ۴- < :- < 177 درنتیجه معادلهٌ (۱) چنین 


می‌شود : 
۱ ۱۷ ۱ 
ج له 1 27 < ۱۷ - ۶۴ - و۱۶ 


توجه کنید : در معادلة (۰)۳ اگر فرض می‌کردیم ۳۲ << ۱+ و ۵ :1 
به جواب درستی برای / و ۲ نمی‌رسيديم. 

۹ ۱۷ ۱ 
پاسخ. ۵ حب ابل با | سب یل 6 51 حت ۳ رل با نت ۴ رل, 


۲ اگر طول مستطیل را 2 و عرض آن را 7 بنامیم باید داشته باشیم : 


۳ 
تب لو مج( ۲ جدو» 
- ۲۶ 
۴ ۱ 2 _ 
۲ بت ۳ ۲ سب ۳و 


برای این‌که 1 عددی درست باشد. باید ۴ بر ۲ - 2 بخش‌پذیر باشد. ۴ تنها 
بر عددهای ۰۱ ۴ و ۴ بخش‌پذیر است (عددهای منفی را به این دلیل کنار 
گذاشتيم که طول هر ضلع مستطیل» عدی میت است) : 
۶ عج بط ,۲ عد لد چت ۱ < ۲ - ی 
اعد 8 .1 و بت ۲ اعت: ۷ ب- ۳ 
۲ج وه 8 او بچد ۲ ده ٩‏ س # 
پاسخ. در مستطیل ۳ « ۶ و یا ۴ < ۰۴ عدد محیط با عدد مساحت 
برابر است: 
۳ عد دورقمی را 086 فرض می‌کنيم. بنابر آنچه مساله گفته است؛ 
باید داشته باشیم : 
"+ آي < 9 4 ۱۰6 


۳۶۰۳ 


این برابری را به‌سادگی می‌توان به این صورت نوشت: 


6۱۰ - ( < )۵-۱(۰6۰)6 4 1 


سمت راست برابری» ضرب سه عدد طبیعی پشت سر هم و بنابراین بر ۲ 
و ۳ بخش‌پذیر است. به‌این ترتیب؛ 6 عددی زوح است و درضمن؛ برای 
این‌که (6 - ۵/۱۰ بر ۳ بخش‌یذیر باشد باید ۶ < ۵ پا ۴ < ه باشد. در 


پاسخ. ۴۳ یا ۶۳. 
۴ الف) مجهولی را که ضریب آن. از لحاظ قدرمطلق. کوچکتر 
تا بر چخستا مجهول دیگر بیدا می‌کنیم (در این‌جا؛ 7 را برحسب 1 


| د 1 ۲۷ 
(ه) .با بو< سب 


باید ۱ 1 عدد درستی باشد. این عدد درست را 6 می‌نامیم : 


+ 
سول و بیس امس 


که اگر در برابری (*) به‌جای ۷ فرار دهیم مقدار 2 هم برحسب (7 ع ) 
به‌دست می‌آید : 
۲۰ 
اچست. ۱ ۲۸ رن 
پاسخ. ۳۸-۱ < 57 ۱ -- ۲۸ << /1. 


۳.۳ 


ب‌ 7 را برحسب ‏ محاسبه می‌کنیم. 


| و۳ ۷ 1 ۱۲۸ 


۱ - ۲۷ به‌ازای عددهای طبیعی ؛ بر ٩‏ بخش‌پذیر نیست» زیرا در تفسیم 
- ۳ بر ۳ هميشه باقی‌مانده‌ای برابر ۱- (یا ۲) به‌دست می‌آید» در 
خالی‌که ٩‏ بر ۴ بخش‌پلیر است. معادلاً مفروض: دز مجموعة عددهای 
درست» جواب ندارد. 

پادداشت. عادله‌ای که دارای دو مجهول یا تعداد بیشتری مجهول 
باشد» معادله سیال يا معادلهٌ دیوفانتی نام دارد. در معادله‌های سیال» بیشتر 
به جواب‌های درست (يا درست و مثبت) توجه می‌شود. در چنین حالتی 
می‌توان جواب‌ها را پیدا کرد و یا ثابت کرد که جوابی وجود ندارد. 

به این جهت این‌گونه معادله‌ها را» دیوفانتی گویند که» تا آن‌جا که معلوم 
است» دیوفانت ریاضی‌دان دوران مکتب اسکندریه» برای نخستین بار به آن‌ها 
برداخت. از بین ریاضی‌دانان ایرانی» محمد کرجی. ریاضی‌دان سده دهم 
میلادی. معادله‌های سیال زیادی را (درجه دوم و سوم) حل کرد. 

برای حل معادله‌های سیال درجه اول» به‌صورت 


۵2 + 6 + 6 < ۰ )*( 


می‌توان با همان روشی به نتیجه رسید که برای حل مسالة ۲۴ (و چند مسالة 
پیش از آن) استفاده کردیم. در ریاضیات می‌توان ابت کرد: اگر در معادله 
(*)۰ » و 6 نسبت به هم اول نباشند» یعنی بخشیاب مشترکی داشته باشند» 
آن‌وفت. معادله در مجموعةٌ عددهای درست پاسخ ندارد. مسالة ۰۲۴ ب) از 


این گونه بود» زیرا در آن ٩‏ < 6 و ۱۲- د 0 بخشیاب مشترکن برایر ۳ 


۱۶۴ 


۱ 
شکل ۳۶ 


یا ۳- داشتند و دیدیم که معادله» جواب درستی برای (1,) نداشت. در 
جلدهای بعدی «ریاضیات محاسبه‌ای»» دربارة معادله‌های سیال بیشتر صحبت 
خواهم کر ۵. 

۵. معادلة دایره را به‌این صورت می‌نویسیم : 


)» - ۲( + 2. 


از این‌جا روشن می‌شود که مرکز دایره (یعنی راس سهمی) در نقطه (۰ ,5)۲ 
فرار دارد (شعل ۳۶ 

معادلة سهمی را + 2 + 2 < 1 می‌گیريم (وقتی محور سهمی ‏ 
موازی ۷۳۷ باشد معادلهة آن به این صورت است.) سهمی از راس خود 
می‌گذرد؛ بنابراین مختصات راس؛ در معادلة سهمی صدق می‌کند: 


)۱( ه < م + ۲۵ ٩1‏ ۴۵ 
می‌دانيم» عرض راس سهمی از لحاظ قدرمطلق» کمترین مقدار در بین 


۳۶۵ 


عرض‌های نقطه‌های دیگر سهمی است. اگر معادلٌ سهمی را به‌صورت 


6 - ار 1 ۱ 
تب بت ۵125 < ۱ 
0 


۴0 

1 ۱ / ۶ ی 0 ۳ ۳۹۷ 7 
سو‌یسیم۰ روسن هی سم ۵ کف مقدار ۷ به‌ازای ‌ِ- رن 6 از ۵ ۱۳ 
ندرمطلق؛ به کمترین مقدار خود می‌رسد (برای ۰ > ۰6 بیشترین مقدار؛ 
یعنتی ماکزیمم؛ ۲ برای و جح 6 کمترین مقدار یعتی می‌نیمم) . طول راس 


سهمی برابر ۲ است» پس 
(۳۲) ۵- د | چد ۲ < سب - 
اگر در (۰)۱ به‌جای 0 مقدارش ۴۵ - را بگذاریم : 
(۳) ۵ < 6 <- ه < 6 + (۲۸-۴6 + ۴۵ 
باتوجه به (۱) و (۲) و (۰)۳ معادلٌ سهمی به‌این صورت درمی‌آید: 
(۴) (۲ - »)۵ < ۴۵ +4 ۴۵۵ - وه < ل 


هر دو منحنی دایره و سهمی» نسبت به خط راست ۲ < 7 (که از مرکز دایره 
و یا راس سهمی می‌گذرد) متقارن‌اند. بنابراین» نقطه‌های ۸ و 9 (نقطه‌های 
برخورد سهمی با دایره)» عرض‌های برابر دارند» یعنی خط راستی که از دو 
نقطهٌ ۸ و ۶ می‌گذرد» با محور 7*2 موازی است (شکل ۰)۳۶ یعنی برای 
بیدا کردن طول باره‌خط راست ۰۸/۶ کافی است قدرمطلق تفاضل #های 
آن‌ها را به‌دست آوریم. برای پیدا کردن #های نقطه‌های ۸ و ۶ مقدار ۷ را 


۳۴ 


از معادله سهمی » به‌جای در معادله دایره فرار می‌دهیم . 


رت 


: سح ۲( 2-۲ ) ی ییون وووسج.ه و۲ (۲ )اد ۲( ۲ -وو) 
۳0 


باید جواب منفی را کنار بگذاریم. درنتیجه 


اپن‌ها» طول‌های نقطه‌های ۸ و ۶ هستند) و طول باره‌خط راست ۰۸1 
برابر است با قدرمطلق تفاضل این دو مقدار که باید برابر ۷/۲ باشد: 


۴۲ د ۱ 
چت ۸/۲ ات 
0 ۳0 


9 ۲۷ ی" 
۲ 


این معادله کنگ به‌سادگی حل می‌ شود : 


۴۲ ن چد ه عد آ۲۵ - آي چ 2۱4 ۴۵۲ ۷/۱4 
» ۶ 0 زیرا به‌ازای * < ۰6 سهمی نخواهیم داشت. 


پاسخح. ۲(۲ - ۷۲۲2 < ل یا ۲(۲ - ۰/۲)2-  <‏ 


مختصات این نقطه باید در معادلٌ سهمی صدق کند. 
۱ 


پاسخ. " < 6 ؛ (۳ + - ۹ 4 


| »س 


) بگذرد؛ 


۳۶۷ 


) نقطه یا قطه‌ای برخوردسهمی با محور : بفرض ۰ - ۷ 
به‌دست می‌آید. بنابراین طول‌های نقطه‌های برخورد سهمی با محور 22 از 
اپن معادله درجه دوم به‌دست هر اوق 


(*) < و - ۱(2 - ۵) + 2 


اگر بخواهیم سهمی با محور ۰52 نقطهٌ مشترکی نداشته باشد. باید مبین این 
معادلة درجه دوم منفی باشد. ولی 


۸ <- )۵-۱(۲ + ۴۵ < )6 + ۱(۲ 


را در دو نقطه فطع می‌کنند. طول‌های این دو نقطه» ریشه‌های معادلة (*) 


سك : 


- )» - ۱( 2 ) + ۱( 


قاس ح< ۲ بآن 9۳ 


سهمی؛ هميشه از نقطه‌های (۰ ,۱) و (۰ ,۵-) می‌گذرد. 

در حالت ۱- < ۰6 به‌دست می‌آید ۱ < 2۲ < 2۱. دو نقطهٌ برخورد 
بحور 25 با سهمی؛ بر هم منطبق و محور 72 بر سهمی مماس می‌شود. 
نقطهٌ تماس» همان راس سهمی (نقط می‌نیمم منحنی) است. 

۳ معادلهٌ سهمی را به‌این صورت می‌نویسیم : 


ی | +ع) - و 


۴۳ 


ِ + ِ ۲ - )۵ + ۱(" 


۳۶۸ 


۴۲ روسن است که به‌ازای مقدارهای مبختلف 1 داریم : 


( )ی لک - (لچ؟ بم/ 


"ِ 


۳ 5 ۳ 


یعنی راس سهمی ‏ بایین‌ترین نقطه آن است (نفطه می‌نیمم ) و این نقطه ‏ 


۳ 6 -- ۱ 


و معادله سهمی به‌صورت )۱ ت‌ ۳ ۷ بل بو ۲ ۳ 2 زا درمی‌آید. در 
این حالت؛ سهمی در نقطه ( 9 بر جوز در مماس نگ 


۴ دوباره معادلهًٌ سهمی را به‌این صورت می‌نویسیم : 


۳ ۲ 
)۳ | -- ,6 ۱ ۱ ۱ 5۹ 9 
۱ ۱3 2 -) 5 راس سهمی و عرض این راس باب"( -۳) _ 
است. پس 


سس 


۳احر. :پر ۱-۱۱ ج ۲ - آ(ا +م) چ و - (۱+») 
سهمی‌های ۱ - "2 < و و  < 2۲ - ۴۵ ٩+۳۴‏ دارای می‌نیممی برابر ۱- 
هستند (یعنی نقطهٌ راس هریک از آن‌ها» عرضی برابر ۱- دارد). 
۵ به شکل ۳۷ توجه کنید. در شکل به روشنی دیده می‌شود که خط 
راست 6 نسبت به منحنی 6؛ در سه وضم متفاوت می‌تواند قرار گیرد. 
الف) خط راست ۰ منحنی را در نقطهٌ ۸ و 1 قطع کرده است. در 
این حالت؛ اگر معادلهٌ خط راست # و معادله منحنی 6 را در یک دستگاه 


۳۶۹ 


قرار دهیم باید برای دستگاه. دو جواب (همان مختصات نقطه‌های ۸ و 


3) به‌دست آید. 

ب) خط راست ‏ با منحنی 6 نقطهٌ مشترکی ندارد. در اين حالت؛ 
دستگاه شامل معادله‌های خط راست ‏ و منحنی ۰6 بدون جواب است. 

3 خحط راست # بر منحنی 6 مماس است. این حالت را می‌توان با 
حالت الف مقایسه کرد: دو نقطهٌ ۸ و ۶7 در حالت الف؛ در این‌جا بر هم 
منطیق و به‌صورت یک نفطهٌ 7 درآمده‌اند. 7 دو نقطهٌ منطبق بر هم است و 
اين» به معنای آن است که دستگاه شامل معادله‌های خط راست 8 و منحنی 
6 دو جواب دارد» ولی این دو جواب با هم برابرند. 

اگر منحنی ۰6 یک سهمی یعنی نسبت به 7 درجه دوم باشد» دستگاه 
شامل معادلهٌ خط راست و معادله سهمی؛ سرانجام؛ منجر به حل یک معادلهة 
درجه دوم می‌شود و می‌توان حالت‌های الف» ب و ج را به‌اين ترتیب توضیح 
داد : 

لف) اگر معادلة درجه دوم ناشی از دستگاه شامل معادله‌های حط راست 
و سهمی؛ دو ريشةٌ حقیقی داشته باشد آن‌وفت خط راست؛ سهمی را در دو 
نقطه قطع می‌کند. 

ب) اگر این معادلة درجه دوم؛ ریشه‌های موهومی داشته باشد» خحط 
راست. و سهمی نقطه مشترکی ندارند. 


۳۷ 


ج( اگر معادله درجه دوم ما؛ دو ريشه برابر (یعنی یک ريشه مضاعف) 
داشته باشد خط راست بر سهمی مماس است. نتیجه‌گیری اخیر کلی است 
و می‌تواند به این صورت بیان شود: 

خط راست و منحنی» یا دو منحنی» وقتی بر هم مماس‌اند که» دستگاه 
شامل معادله‌های آن‌ها دو جواب برابر داشته باشند؛ برعکس, اگر دستگاه 
شامل مجهرل‌های 7 و » دو جواب برابر داشته باشد به‌معنای آن است که 
نمودارهای دو معادلة دستگاه» بر یکدیگر مماس‌اند. 

در این‌جا» مساله از ما خواسته است: خط راست به معادله ۲ < ۲+۰ 
بر نمودار سهمی مماس باشد. دستگاه شامل معادله‌های خط راست و سهمی 


را تشکیل می‌دهیم : 


۱ ۲ < ۷ + ۲۸ | 
» > (64+۲) - ۱(۵+ه) + اه ج یی ۱ 


۵ - (۱- )+ 2 < ۷ 
اگر بخواهيم» خط راست و سهمی بر هم مماس باشند باید این معادلهٌ درجه 


دوم ) دو ریشه برابر داشته باشد یعنی مبین آن برابر صفر شود : 


۳- << وج ه < ۵4+۳(۲) < (۲ +۳۵4 +۰ (۱ 1 ۵) عه ۸ 


به‌ازای < 6 معادله سهمیی به‌صورت ۳ ساب ۳ سس 2 با درمی‌آید. 
پرای بیدا کردن نقطهٌ مشترک آن (نقطهٌ تماس) با خط راست؛ باید معادله‌های 
آن‌ها ر در یی تاه فرار ذهیم . 


۱ نود بت 


و 
۲ 7 ۱ + ۲ 0 


نقطهُ ( ۰ 0 اسبتا: 


۳۷ِ۱ 


۶( اگر در سهمی خاص از منحنی‌های (۱) را مثلاً به‌ازای ۵ << 0 و 
۱ < ۵ در نظر بگیریم : 


0- "و را چ< ۱ ع< ۵ :5 - "و ع< را چد ه < ون 


به‌سادگی معلوم می‌شود که در نقطةٌ (۰ ,۱) یکدیگر را قطع می‌کنند و چون 
نله ؛ نقطه ثابت سهمی‌های (۱) است. همه سهمی‌های (۱) از نقطهٌ (۰ ,۱) 
می‌گذرند. 

می‌توانستيم ) معادلهٌ سهمی‌ها را» نسبت به پارامتر ۵ منظم کنیم و» نسبت 
به 6» متحد با صفر فرار دهیم : 


ه ع ((1 - 2 - آو) +4 2-۱(۵) جد ۵ - (۱ -۵) + 2 < ۷ 


که از آن‌جا؛ به دستگاه زیر » برای بل و زا ) می‌رسیم ۰ 


یو 
ِِ" ۱ 


<< با | و زا سس لو مت آ و 


۳ ۱ 


(۰ ,۱ )۰ تها نقطٌ ثبت منحنی» به‌زای مقدارهای مختلف 6 است. 
۷( ضمن حل مسالة ۰۲۶ ۰4۲ مختصات راس سهمی را برحسب 0 


به‌دست آوردیم 2 


۴ 


و ۳ ۱ 
[ ها ن تب ۳ ۱ 5 


برای اين‌که معادلهٌ مسیر راس سهمی را پیدا کنیم» باید رابطه‌ای بین .2 و 


این راس به‌دست آوریم که به ۵ بستگی نداشته باشد. به زبان دیگرء باید 


۳۷۳۳ 


کنیم و آن را به‌جای ۰6 در ل قرار دهیم به معادل *2- << لا می‌رسیم 
که یک‌سهمی است و نمودار آن در مبداء مختصات بر محور 22 مماس 


است. 

۸ الف. معادلاٌ سهمی به‌ازای ۲ < ۰6 به‌صورت ۲ - 2 + ۲ < زا 
درمی‌آید. دستگاه شامل معادلة سهمی و معادلهٌ خط راست ۲۰ + ۲ عد بو 
مختصات نقطه‌های برخورد آن‌ها» یعنی ۸ و ۶ را به ما می‌دهد : 


وب ۳ 
۲۷۲٩+ ۲‏ آم چب ۶ ۲ 


۰ + 17 حد لا 


‌ ۲ ار تین ۵ 
ان نت 7۳ 


وقتی وجود دارند که داشته باشیم: ۲ ید اس 111. به‌ازای این مقدارهای ۲7 
مختصات نقطه 1 وسط باره‌خط راست ۸17 چنین می‌شود: 


مکان نقطهٌ ۳ نیم‌خط راست ,۲ است که؛ در آن (۲- ,۰) و رس منطبق 


بر محور ۷ و در جهت مثبت آن است. 
ب. با حل دستگاه شامل خط راست :72 -< ا و سهمی» به این معادلة 


تیصو ی زین 
(*) ۵ ج ۲ ات و( ووو) بت ایو 
این معادله» وقتی ريشهٌ حقیقی دارد که مبین آن مثبت باشد : 
۸+ ۱(۲ -۰) < ۸ 


وفرش 


و به روسنی معلوم است که 0۵ "م ۸ حمل راست ‏ به‌ازای همه مقدارهای 


حقیقی ۰17 سهمی را در دو نقطه قطع می‌کند. اگر نقطه‌های برخورد را ۸ و 
و ریشه‌های معادلهة (*) را ۱ات و ۲ نك بنامیم : 


(۱۰۵۲ ۲۱)ظ و (۸)2۱۱۵۱ 


گ بنایرآپن ) مختصات نقطهٌ 7 وسط باره‌خط راست ]۸ جمین می‌شود : 


(۱ - )17 (۲ ۱025۱۰ ( 7 هط ۱ 
ار توا و۷ سم ۲ ورن 


باید بین 2۶ و 7 نقطه ؛ بارامتر 770 را حذف کنیم تا مکان آن به‌دست آید. 

پاسخ. * + ۲۲ < . همه نمودار این سهمی» جزو مکان است. 

٩‏ زاهنمایی. شبیه مسالهٌ ۰۲۶ ۸ حل کنید. 

پاستخ. "2 - لا با شرط 21/۲ + ۱ > 2 > ۷۲ - ۱. 

۷ با قرار دادن ۲ <- 7 در معادله سهمی؛ عرض نقطه تماس به‌دست 
می‌آید: ۳ < ۷. اگر ضریب زاویةٌ خط راست مماس بر سهمی را برابر 77 
کین ما نا ستانی بای رود خرآد 


(+) ۲۳ - ۵ < و چ« (۲ - 7/۵ < ۷-۳ 


خحط راست به‌شرطی بر یک منحنی مماس است که حل دستگاه شامل 
معادله‌های خط راست و منحنی؛ منجر به حل معادله‌ای با دو ريشه برابر 


شود : 


هم < ۶ ۲٩+‏ - (۵ -۲) + اوه چ 


۳ - نون د آین- -< ۷ ۱ 
۲-۲ ۲۶۲۱ - 7۳۵ < 1 | 


رش 


برای این‌که معادله درجه دوم» دو ريشه برابر (یعنی یک ريشه مضاعف) داشته 


باشد باید مبین آن برابر صفر شود: 
۱ 7 جچد ه < (۶ 4 ۴-۲۲ - (۵ -7۰) < ۸۵ 


با قرار دادن ۱ < 7 در معادلهٌ (*)۰ معادلٌ مماس بر سهمی در نقطة به 
طول ۲ به‌دست می‌آید: ۱ + 2 << لا. 

پاسخ. مماس در نقطه‌های (۰,۱) و (۱,۰-) محورهای مختصات 
را قطع می‌کند. 

۸ راه‌حل شبیه مسالهٌ فبل است. نقطه به طول 2 وافع بر محور 
7 را با 2 ۳ نشان می‌دهیم. از نقطه ۰۸۷ بی‌نهایت خط راست 


می‌گذرند ؛ ضریب زاويةٌ عمومی این خط‌های راست را 70 می‌گيريم. معادلة 
۱ ۲ ۱۹ 
سس ستت و 7 اد ۲ / حست 
ت << لا ۸ 7 << زا 
معادلةٌ عمومی خط‌های راستی است که از 1 می‌گذرند. از بین اين خط‌های 
راست به آن‌هایی نیاز داریم که بر سهمی 
۲ 4 ۳۵ - آ و < (۲ - )(۱ و ) عد | 
مماس باشند. به‌یاری معادلهٌ سهمی و معادلة عمومی نحط راستت+ دستگاه 
تشکیل می‌دهیم : 


۳۲ - و د رز 
و ۱۰+ 2 4 ۳(۵ +4 )۵ - و۵ ج ۳ 


۵ 


۳۷ ۵ 


در حالتی که این معادلهٌ درجه دوم» ریش حفیقی نداشته باشد» خط راست 
سهمی را مصم نمی‌کند؛ به‌ازای مقدارهایی از 77 که این معادله دو ریشهٌ 
حفیقی مختلف داشته باشد؛ خط راست منحنی را در دو نقطه قطع می‌کند. 
ولی ما می‌خواهيم» خط راست بر منحنی مماس باشد. بنابراین؛ اين معادله 


باید دو ريشة برابر داشته باشد یعنی مبین آن برابر صفر شود : 
۰ > ۲۶4۵+ ۵۵ چد ه > (۱۰ +۲۰۰  ۲۵)۰۸+۳(۲‏ ۸۵ 


مقدار را به‌جای ۲7۰ در معادله عمومی خط‌های راست قرار دهیم معادله‌های 
۱ 


۱ 
ی 1 و ۱ + 5 ۷ 


یادداشست. به‌ازای هریک از دو مقدار ۵- << 7 و ِ- ۲7۲ معادله 


به‌دست می‌آید. به‌این ترتیب؛ می‌توان طول و» سیس» عرض‌های نقطه‌های 
تماس را پیدا کرد. اگر نقطه‌های تماس را 7۱ و 17 بنامیم به‌دست می‌آید: 


۶ ۱ 
ی ۳۳ ۲ و (۱,۶-)1۱ 


وگ نقطه‌ای روی سهمی باشد. باید مختصات آن در معادلٌ سهمی 
صدق کند. تنها مختصات نقطهٌ ۰۸ در معادلة سهمی صدق می‌کند. برای 


۳۷۶ 


نقطه‌های دیگر می‌توان نمودار سهمی را در دستگاه محورهای مختصات رسم 
و» سیس؛ مشاهده کرد آیا نقطهٌ مورد نظر در درون منحنی است يا در بیرون 
آن. 

بدون رسم و با محاسبه هم می‌توان مساله را حل کرد. برای این منظور؛ 
باید به این نکته توجه داست: 

نقطه‌ای در بیروذ سهمی است که از آن‌جا بتران دو مماس بر سهمی 
رسم کرد؛ نقطه‌ای در درون سهمی است که از آن‌جا نتوال مماسی بر سهمی 
رسم کرد و » سرانجام نقطه‌ای روی منحنی سهمی است که از آن تنها یک 
مماس (یعنی درواقم؛ دو مماس منطبق بر هم) بر سهمی رسم شود. 

پاسخ. ۸ روی سهمی؛ ) بیرون سهمی؛ ۶ و (1 درون سهمی 
واقعاند. 

۰ عبارت سمت چپ برابری در معادلة درجه سوم مفروض قابل 
تجزیه است. ساده‌ترین راه تجزیة این عبارت» منظم کردن آن بر حسب بارامتر 


2 ات 


۱ - و 4 ۱(۵ +4 )+ ۱(۲ + ۲(۱) - نو 
(۱ س و -- ۲۵ )100 - (۱ بت لاوس آو) سس 
< (۱ - ۱()9 + 70)۲2- (۱ - ) + (۱- )ات < 


(7 - ۱ + ۲7۵۵ - "۱()۵ ) < 
مساله به این‌جا منجر می‌شود که معادله درجه سوم 
)۱( (0 - ۱ 4 ۲۳۵۵ - ن)(۱ - و 
دو ريش برابر داشته باشد. یکی از ریشه‌های معادل (۱) برابر است با 


۳۷۷ 


۱ < 7. بنابراین» در دو حالت ممکن است معادل (۰)۱ دو ريشه برابر 
حالت اول؛ وقتی ۱ << ۰ ريشه مضاعف معادلهٌ (۱) باشد. در این 
حالت» باید ۱ << < در معادله 


و وا ۱ ۲ و 


صدق کند که از آن‌جا؛ به‌ دستا می‌آید : 11۷ و معادله در حه سوم )۱( 


چنین می‌شود : 


که دو زيشه برابر دارد: ۱ < 2۷ < 2۱ و تب < 2۲. 


حالت دوم وقتی معادله درجه درم 
مد ۱-0 4 ۲۱۵۵ - و 


- ۵ 


۳ و چت ه د ۱ - و ۲ 


٩/۵ -۱ 


بهازای سس -< 7 معادلهٌ (۱) به این صورت درمی‌آید: 


۱ ضریب زاوی؛ٌ مماس بر منحنی را 77 می‌گيريم و معادلهٌ خط راستی 
را که از (۰ ,۸-۱ می‌گذرد و ضریب زاویه‌ای برابر 70 دارد؛ می‌نویسیم : 
0 4 ۲« < (. اگر این خط راست بخواهد بر منحتی مماس باشد» پاید 
ضمن حل گنه شامل معادلة منحنی و این حط راست؛ به معادله‌ای با دو 
ريشه برابر برسیم. 


این معادله درجه سوم است و به‌صورت 
8 ۱5 4 )۲ - آو 4 2 
درمی‌آید که قابل تجزیه است: 
۰ >( - ")(۱ + ع) 


یکی از ریشه‌های این معادله ۱-- ح< 2 است. اگر بخواهيم یلته یگ 
این معادله برابر ۱-- باشد؛ بانی. (عت ‏ بج جر مهادله: هس و ست هن 
صدق کند. از آن‌جا؛ به‌دست می‌اید ۱ < 7۰ و معادله خط مماس به‌صورت 
۱+ 7 <- ( درمی‌آید. 

در حالتی که بخواهيم » < 77 -- "۰2 ريشهٌ مضاعف داشته باشد؛ به 
جواب ۰ < 77 می‌رسیم که؛ در این صورت خط راست »  <‏ (محور 


2) مماس بر منحنی می‌شود. 


۳۷۹ 


پاسخ. از نقطهٌ (۰ ,۸/۱ دو مماس به معادله‌های ۱ + 2 < ه 
و ۵ < لا پر منحنی رسم می‌شود. نقطهٌ ۸ روی نمودار ۳ + و عد ۱ 
است و به همین مناسبت؛ تنها دو مماس به‌دست می‌آید. در حالت کلی» 
از نقطه‌ای که روی منحنی درجه سوم نباشد. می‌توان سه مماس بر آن رسم 
کرد. برای درک بهتر مساله» شکل ۲۳۸ را ببینید. 

۳1 اگر در بین این ۸ عدد؛ کرچکترین عدد را از هریک از ۷ عدد 
دیگر ؛ کم تیم ۷ تفاضل و اگر دومین عدد را از ۶ عدد بزرگتر از خودش کم 
کنیم ۶ تفاضل و غیره به‌دست می‌آید. بنایراین» تعداد تفاضل‌های دوبه‌دوی 
این عددها (به‌شرطی که هميشه عدد کوجچکتر را از عدد بذرگر کم کنیم)» 

۸ << ۱ + ... + ۶+ ۷ 
(می‌توانیم از دستور مجموع جمله‌های یک تصاعد حسابی استفاده کنیم). از 
طرف دیگر؛ این تفاضل‌ها» حداقل برابر ۱ و حداکثر برابر ۱۲۴ هستند. تفاضل 


۳ تنها یک بار ممکن است بیش آید (وقتی که عددهای ۱ و ۱۵ در بین ۸ 


و ۸ ۲ 


ار عددهای ۱ و ۰۱۵ بین عددهای انتخابی ما باشند؛ آن‌وقت 
۲ حد ۱ ب 1۴ ۰ ۱۳ ح ۲ -- ۱۵ 


اگر حالتی را که ممکن است یکی از تفاضل‌ها پرابر ۱۴ باشد. گنار بگذاریم 
۳ نوع تفاضل باقی می‌ماند. در حالی که تعداد کل تفاضل‌ها برابر ۲۷ است. 
اگر از ۱۳ نوع تفاضل ممکن» هیچ‌کدامی بیش از ۲ بار تکرار نشده باشد؛ 
روی‌هم ۲۶ تفاضل به‌دست می‌آید. بنابراین» دست‌کم یکی از تفاضل‌ها سه 
بار تکرار شده است. 


۳ این چندجمله‌ای را» با فرض این‌که ضریب‌های آن عدهای درستی 
باشند» در نظر می‌گیریم : 


)۱( ۵ + و + وه + ...+۲ 9 + ده ع (2) 


سیم 


+( ۱-8۳ 9/6۳ + (80۳ - *ه)ه < (۲)۵ - (1)۵ 
(8 - )0 + (01 -؟ 


هریک از جمله‌های این عبارت بر ۵ - 0 بخش‌پذیر است. بنابراین عبارت 
(8)] - (0) هم بر 8 -- 0 بخش‌پذیر می‌شود. 

وقتی (2)/ یک چندجمله‌ای با ضریب‌های درست باشد. آن‌وقت 
(6۷] - (۱۸)] بر ۱۸-۷ یعنی ۰۱۱ و (۱۱)- (۱۸)/ بر ۱۸-۱۱ 
یعنی ۷ بخش‌پذیر است بنابراین» با فرض درست بودن ۱ و 7 می‌توان 


لش و 
نوشت : 


۶)۱۸( - 7)۷( < ۱۱6: )۱۸( - ۶)۱۱( 2 ۰ 


۳۸ 


و پا 


۶)۱۸( < )۷( + ۱۱6:: ۶)۱۸( < ۶)۱۱( + ۷۰ 


(۷)/ و ,۱۱ بر ۱۱ بخش‌پدیرند» پس مجموع آن‌ها (۱۸)/ هم بر ۱۱ 
بخش‌پذیر می‌شود. به‌همین ترتیب» از برابری دوم نتیجه می‌شود که (۱۸) 
بر ۷ بخش‌پذیر است. ۷ و ۱۱ نسبت به هم اول‌اند. وقتی (۴)۱۸ بر ۱۱ و 
۷ بخش‌پذیر باشد» بر حاصل‌ضرب آن‌ها؛ یعنی ۷۷ بخش‌پذیر خواهد بود. 

۴ در آغاز» دو نکته را به یاد می‌آوریم : 

۱( اگر در معادلةٌ درجه دوم م <ی د 1 آوی ۱ <- و اوه 
عددهای درستی باشند دو ريشهة معادله پا هردو عددهایی درست‌اند و پا هر 
دو عددهایی گنگ» یعنی معادله نمی‌تواند ریشه‌ای گوپا و غیر درست داشته 
باشد. 

۲) دو عدد گنگ ۵+۰//8 و //۰+ ۵7 تنها وقتی برابرند که *ه < به 
و 0 < /. 
ريش مشترک دو معادله را با حذف "2 بین دو معادله پیدا می‌کنيم. 


ه < 0 - 9 + 0(2 - 06) 
چون این ریش مشترک عددی درست نیست؛ باید برابر عددی گنگ مثل 
83 + 0 باشد. یعنی 
سب 9 - ۵ + (8/: + بع)(/ه - ه) 
ه > ۱/8( - ه) + [9 - 9 + (ه - »)| 
و این برابری وقتی برقرار است که داشته باشیم : 


ود 6 - 6 ره عد ل - 6 + ,۵( 6 - 6) 


۳۸ 


که از آن‌جا به‌دست می‌آید 3/ < ۵ و 0 < ۰0 یعنی دو معادله بر هم 
منطبق‌اند. 

۵ تابع با ضابطةٌ (2)» دزرة تاوبی برابر ۲۵ دارد؛ یعنی ثابت 
می‌کنیم : (2/ < (۲۵ + 2)/. چون مقدار رادیکال مثبت است؛ باتوجه 
به شرط مساله داریم: < ( + 2). اگر در شرط مساله ب را به 
سمت چپ برابری ببریم و؛ برای آزاد کردن برابری از رادیکال» دو طرف را 


مجذور تنم . یه د سیت می‌آید : 
(8/) - (ع2 > | - (ه+ع)ر 
۲ - ((ع۶) - (هاز >( +ع)] - (۵ +ع)۶) 


اکنون (۲۵ + 2)] را: محاسبه می‌کنيم. در برابری شرط» 2 را به ۵ + وه 


تبدیل می‌کنيم : 


۶)» + ۲۰( < + + ۷ 


که اگر برای عبارت زیر رادیکال» از برابری (۱) استفاده کنیم» نتیجه 


۱ ۱ 
(به یاد داریم که > < (7)2). به اين ترتیب (1)2 < (۲۵ + 2) و تابع 
با ضابطةٌ (۰7)2 دوره تناوبی برابر ۲۵ دارد. 


۳۸۳ 


۶ جملهٌ اول تصاعد را » و قدر نسبت آن را 4 می‌گيريم : 
٩+ ۲0,۰۰۰ ۱۵0,۰۰۰, 6 ۰‏ 6 ,0 + 6 و6 


روشن است که جمله‌های ۱۰0 +۰0 ۱۰۰0+ و 0+۱۰۰۰۵) ۰ پیعنی 
جمله‌های به‌صورت ۱90 + 0 عددهایی هستند که مجموع رقم‌های آن‌ها 
یکی است. به عنوان نمونه» اپن تصاعد حسابی را در نظر بگیرید: 


ری 


(۲۳ < ه و ۳ < 8). در این تصاعد داریم : 

جملهٌ دوم (به‌ازای » < 6/): ۲۶ 

جملهٌ یازدهم (به‌ازای ۲ < 6/): ۵۳ 

جمله صدویکم (به‌ازای ۲ < :1) : ۳۲۳؛ 

جملهٌ هزار و یکم (یه‌ازای ۳ >عد:6): ۱۳۰۲۳ ... و فیره. 

و مجموع رقم‌ها در هریک از عددهای ۲۶ و ۰۵۲ ۳۲۳ ۲۰۲۲ و غیره؛ 
برابر ۸ است. 

۷. اگر عددهای عضو این مجموعه را به ردیف صعودی (یعنی از کم 
به زیاد) بنویسیم تفاضل هر دو جمله از اين مجموعه» هميشه کوچکتر از 
۵۰ درمی‌آید» زیرا اگر به عنوان نمونه» از ۵۰ عدد طبیعی نخستین؛ تنها 
عدد ۱ و از ۵۰ عدد طبیعی بعدی تنها عدد ۱۰۰ را انتخاب کرده باشیم؛ 
تفاضل آن‌ها برابر ۹٩‏ می‌شود و اين» بزرگترین عددی است که از تفاضل 
جمله‌های متوالی مجموعه به‌دست می‌آید. بنابراین اگر ۱۰۱ جمله متوالی 
از مجموعه را در نظر بگیریم؛ برای تفاضل‌های جمله‌های متوالی؛ ۱۰۰ عدد 
به‌دست می‌آید که همه آن‌ها از »۱۰ کوچکترند و» چون تنها ۹٩‏ تفاضل 


۳۸۴ 


مختلف و جرد دارد ) دست کم دونا از این تفاضل‌ها برابر هی سو ند ) مثله 
۲ ۲۰ < 4 + 0 جد ‏ - 1 < 10 - 0 
۸ عبات ۴ + ۲۲ - "۲ فابل تجزیه است: 


< (۴ + ) 4( + وچ ۴ + و۳ - ور 
> (۱- )(۱ + )۴ - (۱ + ه)آه ‏ 
"(۲ - )(۱ + ) ع (۴ +۴۸ ۱()۲+) - 
۲ عددی اول است (به‌جز ۱ و خودش؛ بر عدد دیگری بخش‌پذیر 
نیست). بنابراین "(۲ - )(۱ + ) تنها وقتی بر ۱۷۳ بخش‌پذیر است که 
يا ۱ ۰ و یا ۲ - ۰ بر آن بخش‌پذیر باشد. کوچکترین عدد طبیعی که 
به‌ازای آن ۱ + 7 بر ۱۷۳ بخش‌پذیر باشد ۱۷۲ < « و کوچکترین عدد 7 
که به‌ازای آن ۲ - 0 پر ۱۷۳ بخش‌پذیر باشد» ۱۷۵ < 7 است. 
پاستخ. ۲ ۶ ۱۷۳ (به‌ازای ۱۷۲ << ). 
فرض می‌کنيم به‌ازای مقدارهای درستی از 6 و ۰ دو ريش معادله 
که آن‌ها را 7 و 4 می‌نامیم؛ وجود داشته باشند؛ به‌نحوی که حاصل‌ضرب 
آن‌ها برابر ۲ شود (۳ < وم). 
چون در معادلة مفروض ه ع 7 می‌توان دو طرف برابری معادله را بر 
گر کرد 
چت ه ح بد + + و + وی + ای 


2 


۲ ۸ ۵ 


۱ ‌ ۱ 
ی ۱ ی ۲ 
اگر فرض کنیم ۷ < - + 2 به‌دست می‌آید ۲ - وس" 4 و 
معادله چنین می‌شود: 
)۱( ه < ۲ - ٩+6‏ ۵0 + زا 
ی ۱ ۷ ۱ 


به‌یاری دستورهای ویت (دستورهایی که رابطه‌های بین ریشه‌ها و ضریب‌ها را 


می‌دهند) به‌دست می‌آید. 


لو سل (وم۳ 


از برابزی اول به‌دست می‌آید : 


۳ ۴ 
ج -- < و + و ج ه- > (و + وا > 


و از برابری دوم 


۱ 
0-۲ - + گ + + وم 
6 م ‏ 4 


1 


0 + 
۳ 


۱ 
۳۵۶ ع "+ ام ج< ۲ - 0 عم + سس 


پنابراین» باید داشته باشیم : 


۹ 
٩0۲ - ۴۸ - ۰‏ ج- ۱۶ ۳ وک 


۳۸۶ 


ولی این برابری نمی‌تواند برای عددهای درست » و 8 برقرار باشد» زیرا ٩6۲‏ 
و ۴۸ بر ۲ بخش‌پلذیر و و۱۶ بر ۴۳ بخش‌نایذیر نان 

اگر هم فرض کنیم 0 < ؛ آنوقت باید هر دو ريشه برابر ۷/۳ یا هر 
دو ريشه برابر #70۳ باشند. درنتیجه باید ۷/۳ یا ۳/- در معادله صدق 


کیت برای ٩/۳‏ 2 0 وتا ان 
» > (۱۰ +۳۸) + ۴۵۰/۳ چ ه < ۱ + ۵۰/۳ +۳۵ + ۳۵۰/۳ + ٩‏ 


تهاواع ۳ نت ق: 8 4 ۱ ۲8 + ۳) + ۴0۰/۲-. و در هرحال 
باید داشته باشیم : 
و مت ۱:8 ملد ۱۳ 2 1 


که برای ۷: عددی درست به‌دست نمی‌آید. 

پاسخ. چنین مقدارهای درستی برای » و 0 وجود ندارد. 

۰ چون درجة 27 + 2۳۵ کوچکتر از درجهُ (9)2 است؛ کافی است 
بافی‌ماندٌ حاصل از نقسیم 7۱۳۲٩‏ < (۱)۵ بر (9)2 را به‌دست آوريم. 

اک ۳۱2 را باقی‌ماندهٌ تقسیم (۱)2 بر (9)2 بگیریم؛ آنوقت باید 
عبارت (ع)۳ - (۱)2 بر (#)9 بخش‌پذیر باشد. بافرض ۷ بو 
می‌توان (:0)2 را این‌طور نوشت: 


(۱ + ۷ + )(۱ + 0) - (2)و 
ات زو ۱ ۳ 
زولب ای طح ون 


به‌این ترتیب ((7)2- (۱()۴۱)2- )(۱ + ۲-7 ) بر ۱- 10۳ بخش‌پذیر 


اتیت و اگر فررضص کنیم ۳ ۳ بایك لد درس 7۷ را طوری بیدا 


۳۸۷ 


کنیم که چندجمله‌ای 
( ت 2 "و ۲۲۵ و (۳)2 - (۱)2 


پر ۱ - 2۱۶۲ < ۱ - "0 بخش‌پذیر باشد. برای اين منظور باید 7- ۱۳۷۵ 
پر ۰۱۶۲ بدون باقی‌مانده بخش‌پذیر باشد: 
۲۳۳۳ 77 - ۱۳۷۵ 
۷۲ . . . . . .۰ ۱۶۲ 


که از آن به‌دست می‌آید: ۷۹ < . 

د اتمه 2۲٩(‏ ۳ ۵ )(۱ ۱()6 + وا - ۳( ۳ وی 
۳ - ۵:۲۳ بر (۱ + لا - ۱()/۲ - )؛ یعنی بر (9)2 بخش‌پذیر است. 

پاسخ. باقی‌ماند؛ حاصل از تقسیم (1)2 بر (0)2» عبارت است از 
۱ 

یادداشت. ضمن حل مسالهُ »۳ از اين قضیه استفاده کردیم : 

دوجمله‌ای ۱ - 2۳ بر دوجمله‌ای ۱-- 27 وقتی و تنها وفتی بخش‌پذیر 
است که عدد طبیعی ۲۲ بر عدد طبیعی 7 بخش‌پذیر باشد. 

۱ ریشه‌های معادلهُ » << 7۲2 917 عبارتند از مجموعةه همه عددهای 
درست؛ زیر 

(۸ 6 :1) 6 < ن جد ۲ < ۲2 جد ه < 7۲2 511 

بنابراین» ریشه‌های مثبت معادلهٌ مفروض در سه حالت به تصاعد حسابی 

۱) وقتی معادلهٌ » < ۷ + 2 + 7 ریشه‌های موهومی داشته باشد که 
در این صورت باید داشته باشیم: 


۷ ۰ 2 ۲۰/۷- جب ه > ۲۸ - آ 


۳۸۸ 


۲) معادلهً » - ۷ + ۵2 + ۰2۲ ریشه‌های منفی داشته باشد. 
حاصل‌ضرب دو ريشه این معادله برابر ۷ و مثبت است. بنابراین» وفتی 
دو ريشة منفی دارد که مجموع ریشه‌های آن» یعنی ۰-4 منفی باشد. 
بنابراین برای وجود دو ريشه منفی» باید معادله دو ريشه حقیقی داشته باشد 
و» درضمن داشته باشیم ه < . 

۳ معادله ه < ۷ 1 ۵7 + 2 دو ريشه مشت و درست داشته باشد که 
تنها به‌ازای ۸- < 6 ممکن است. به‌ازای ۸- << ۰06 دو ريشه مثبت ۱ و 
۷ را دارد. 

پاسخ. ۲۷/۲- < » و ۸- < ». 

۲ عارت ۸ زا می‌توان ایر‌طور نوشت: 


۱ ۵ ۱۳۷ / ۱ ۱ ۱ 
)۰۴ )۰*۶ 
هن ان 
)۰۲ 
۶۸٩ ۱۱ ۸‏ ۶۸۷ 
ی ) + ( ی ) ۶+ / #ن 


از طرف دیگر: روشن است که 


۱ ۳۵ ۲ ۳۷ 
۱۳۷۶ ۰ ۱۳۷۶ ۰ ۳ ۱۳۷۶ ۱۳۷۶ 
«۸۷۷ ۶۸۹ ۶۸۸ ۱ 


7 ۷۶ * ۲ ۱۳۷۶ * ۱۳۷۶ 
بنابراین ) ره شرط ۱ ] + 6 عبارت ۸ ره این صو زب درمی‌آید : 
+ ((۶)۵ + ()۶] + [(۶)۵ + (۶0] > ۸ 


۳۸۹ 


+... ])0( + 11۵(+ ۶ )[ - 


< ۶۸۷]۶)۵( + ۲)0([ + [ 3 


+( با فرط ۱ ۵ +»: سچین () ۶ با سب 


۴ ۴۰ 
۳ 2-۲ < ()[ + (0)[ 
۲۱ ن۳۶,3) ۳ +4 (۷ :4 ۲*۸۳ ۳ 
( ۳۹-۳ )4:۷ ۳۳۲ 4 ۲ 5 
+۳۱۳ 


8 ۴ ۲ 
۳ ( ۹ 
۱ ۴۲ ۲ 


۱ ۱ 
۸ << ۶۸۷ «۶ ۱4 - < ۶۸۷ 
۲ ۲ 


۳۳۳۹ 
تست 


از اين‌جا 


۳ کمان م هرچه باشد؛ می‌توان آن را به‌صورت 


0 و0 :)0 وید وا 


نوشت که در آنء > ۵۷ > 8. بنابراین :۵ 609۳ هم 605۲ و باتوجه 
به شرط مساله» می‌توان کمان مفروض را زاویه‌ای حاده و مثبت به‌حساب 
آورد. حالت ٩۰۳‏ -<- ۵ بی‌معنا است و در حالت ۰۳ <- ,۰0 مساله» منجر 


به تقسیم یک پاره‌خط راست. به چند بخش برابر می‌شود. بنابراین فرضص 


۲ ۹۵ 


۲ > ۵ > "و 


مش قائم‌الزاویه ۸4 () را طوری می‌سازیم (شکل ۳۹( که در آن؛ داشته 


ك 


2۱ ۵۸۱ ببه < ۸408 ٩۰۳,‏ < و 
از نقطهٌ ۶ عمرد ۱ ۲ بر ویر 9/۸ رسم می‌کنيم ) طول باره‌حط راست 912 


۱۵۸۰۱۱ _ 0۵۸۱۱ 
موم | 0 


۵ 6097 - |,0(۸| ج- بج 605 
به همس ترتیب؛ به‌دست رل 

به 97 < ابش | ...2 گومی < ۱۵۸۱ ببه آومه < |0۵۸۲ 
بنابراین؛ برای حل مساله» باید بارهعط راست مفروض را» به‌نسبت پاره‌خط‌های 


راست ۸( ,رل 4 .۰ ,۸ () بخش کرد که کار دشواری سست. 


۳۱ 


آمار و آمار ریاضی ۹" احتمال 


۴ چون ۴ + ۵ - " < (۱ - )(۴ - )۰ بنابراین 


۱۰ ۱۰ 
و 9 (۱ - ۴()0 - ) ( 
1۵ ۲-۵ ۲-۵ ۲:2 


و و ۱ 

۶ ۱ ...۱۱4۱4 < 7 ۱ 
"وس تس سور سس 

۶ بار 

و و ۱ 

۵+۶۷ ۰ ۱۵۵ 

۲. ۵ 


۲ ۱۲ ۱8 یی ۳ 4 ۲ ۱ مس 


۱ ۱۰۰ 
۶ ۳ ۵ ۵ سح و ۱.ست ول ول عست ی | سب کین -- 


۲ 
و و ۱ 
(۴۲ + ۳۲ + ۲۲ + ۱۳) - 1 ۳ 
7-۱ سس ۳ 
۱ « ۱۰۱ و۱ 
هی ۳ 


۶ 
در این محاسبه‌ها از این برابری‌ها استفاده کردیم (جلد اول «ریاضیات 
محاسبه‌ای» صفحه ۱۵ ۲ مساله ۲۴۶): 


۱ بو 
بت مور + ۲ج عم رو 
۱ 


۱۸+ 3 
ار اس ی ۳ 
جِ << 
بهاین ترتیب به دست می‌آید : 


و و ۱ 
٩) - ۴()-۱( < ۳۳۸۳۲۰۵۱۵۰۴۰4۴۹۶ 2 ۴‏ 


7 < ۵ 


۳۹ 


۸٩ 
11 60۱۳۲ << اه‎ ۱ ۵۲۰۵۸ 0 ۸4 


<< 


۵ ۷ ( ۴۶۹ 6۵0 ۴۴۰ 6۵۵۸۸۰۰۰۱6۵۷ ۲۳ ناه6)( ۸۹۲ 6۵0 ۱۳ 0ع) > 


۱-< ۴۵۲ 128 (۴۴۲ مج ۴۴۲ 6۵۷) ۰۰۰ (۲۳ هه ۲۲ ۱۳()6۵۲ صقن ۱۳ اهع) ع< 


۶ 
< 2۲ + 2۱ < زقر (۱ 
.سح ۱۵ او وی وس 
۰ حه ۲۲ ۲ (2۷ +  )2‏ 22 , 2 (۳ 
سد ( ۲ + )۳2۱۷۲ ۲ (۲وه + )ات ۳09 یت ۳ (۳ 


ایس شنت ۷ ات 0 ام بت ۲۷۲ سنج 


7 


۲/۵ 4 ۲ حح ۲۱/2۲۱۷ ۲ 2:۲ + 9 "14 


بنابراین ۲۹/۵ + ۱/۲ < 2۲ + 2۲ < ۸. 

۴۷ ول اي ابر است با > مجموع معدل‌ها که برابر 
۵ ۸ می‌شود. 

جدول یراکندگی معدل راء بسته به نیاز» به شیوه‌های مختلف می‌توان 
تنظیم کرد. مثلاً اگر بخواهيم دانش‌آموزانی را که قبول شده‌اند» از دانش‌آموزانی 
که در همان کلاس باقی می‌مانند» جدا کنیم برای جدول پراکندگی نمودار 


۳۹۳ 


معدل‌های از ۱۰ به بالا 
۵ ۷4۲۸ 


جدول ۱ 


اگر دبیرستان تصمیم گرفته باشد» برای دانش‌آموزان؛ سه نوع کلاس در 
تابستان تشکیل دهد: ۱) آن‌ها که معدل کمتر از »۱ دارند تا یک بار دیگر 
درس‌ها را مرور کنند و بتوانند در پایان تابستان یک بار دیگر در امتحان‌ها 
شرکت کنند؛ ۲) آن‌ها که معدلی از ۱۰ تا ۱۵ دارند تا درس‌ها را بهتر فرا 
گیرند؛ ۳) آن‌ها که معدلی بالاتر از ۱۵ دارند» برای فراگیری بیشتر و آشنایی 
با تاریخ و کاربردهای ریاضی. در این صورت. جدول ۲ و شکل ۴۱ به‌دست 


مق 


می‌اید : 


از ۸ تا کمتر از ۱۰ 
از ۱۰ تا ۱۵ _| 
بالات از ۱۵ 


جدول ۲ 
می‌توانستیم جدول براکندگی و در رده‌های ره فاصلة ۲ (اژ ۸ نا کمتر از 


۳۴ 


۳۹۶ 


کمتر از ۱۱۰ ّ 
| از ۱۰ تا ۱۵ 


۱۹۷ 
بالاتر از ۱۵ 


و 
1 ی تس 


ی و | 
ِ ق ده 


۵ ,7:۳۲ 2۸۱ ۳ 
۱۵ ۱۶ ۸ 
بیکارن۱ ۴ 
۰ از ۱۰ تا کمتر از ۱۲؛ ...؛ از ۱۸ تا ۲۰) تنظیم و نمودارهای آن را 


رسم کنیم ( خودتان انجام دهید) . 
برای محاسبة انحراف معیار (واریانس) باید حاصل عبارت 


را به‌دست آورد که در آن؛ ۵ ۸ - 7 میانگین معدل‌ها است. برای این 
محاسبه ) باید از ماشین حسات استفاده کرد که دز این صوزت ؛ به دشواری 
خاصی بردمی‌خوریم. 


۸ باتو جه به اتحاد 7 سور 08 داریم : 


گر اس 
۱ سا .3 )2 
7 ۱۳۷۵۷ 102 ۱۳۷۵۱ م۱۱۵8 هم 


و 
0۵ ۳ ۱۳۷۵۲ 10 
<- ۱۳۷۵ بوپ۳ 108 ۲٩۰.4‏ بوپم 108 + ۲ بوپس و۱0 < 


۳۹۵ 


۱ 5 ۱ ۲ 
,۰ ]۲ سب و |( |۲ سب +4 و | < 
2 3 


۳ 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
۲1 ب سس | +( هراودای 
سل 


۱ ۱ 
تست | نت 
۳1 ۳ 


۳۳ 1 ۳ 
ی ۳ ...نیز بو ۱۷۳ 


4 ی ۱ - ام 
۱ . ۲۲۷ از ۳۳ 
(۱ - 2۲) "2 سب آ و 


۷( ختافت تست ۱۳ 


» 9 _‌ِ ۱۱ 


و به‌همین ترتیب برای مجموع دوم به‌دست می‌آید : 
۳ 
(۱ - )2۳ » | 


. اسحتمال برد ۸4 را 0 احتمال برد 7 را ۵ و احتمال برد 0 را ء می‌گیریم . 


۳۹۶ 


از آن جا که به هر حال؛ یکی از سه نفر بر یه هی شود ؛ باید داسته باشیم : 


)۱ ۱ < 6 +0ا+ 0 
(۲( ۲۴ - م ,۳ << 6 


با استفاده از برابری‌های (۲)) برابری (۱) چنین می‌شود: 


۱ 
۳+ ۵+ ۲۵ 2۱+ ۵ 


۱ ۱ 
و دریجه ج 0 وت < #. 


پس احتمال آمدن یک عدد فرد برایر است با < یا 2 

۵۱ برای مکعب اول. ممکن است هریک از عددهای ۰۱ ۰۲ ۰۳ ۴ ۵ با ۶ 
پیاید؛ همین‌طور برای مکعب دوم. برای مکعب اول ۶ حالت وجود دارد و هریک 
از ۶ حالت آن؛ می‌تواند با هریک از ۶ حالت مکعب دوم در کنار هم قرار گیرد. 
بنابراین» وقتی دو مکعب را با هم بيندازيم؛ روی هم ۳۶ حالت ممکن وجود دارد. 

مجموع عددهای دو مکعب. یکی از ۱۱ حالت زیر می‌تواند باشد: 

و 
اگر عدد مربوط به مکعب اول را 2 و عدد مربوط به مکعب دوم را فرض کنیم 
( که که ۱و۳ که لگ ۱)بروقن انب فهسالا ۷ وی میا نی 
جواب دارد: ۱ < 2 و ۱ < ل#. همچنین معادلةٌ ۱۲ < 9 + 2 هم. بیش از یک 
جواب ندارد: ۴ <- 7 و ۶ -< (. معادله‌های ۳ < نا + 2 و ۱۱ - هد و 
هرکدام دو جواب دارند؛ 
٩‏ << له ,۲ عد هیا ۲ الا ,۱ راجت ۳ و0 ناد ان 


۵ < 1 ,۶ < 2 پا ۶ < نا ,۵ < 7 ج- ۱۱ - ره + ن 


۳۹۷ 


به همین ترئیبا می‌نوان؛ تعداد جواب‌ها را؛ برای حالت‌های دیگر مجموع به‌دست 


آورده‌ايم : 
مجموع ۲: 3 ۱ 
محمو 8 ۳ ۶ ٩۲‏ ۲ *۱ 
دحمو ۶ ۱۴ تصش ٍِ! 
محبو ع ۵؛ ۳ لا و ۷۳ 
مجوع ۳: ۱ :۵ ۴۲ ۳۰۲ ۲۴ ۵ ۱۳۰ 
دوع ا: ٩‏ :9 ۵۰۲ ۴۳ ۳۴ ۲۸۵ ۱۶ 
مجبوع ۸: ۷ ۵۱۳ ۳۴ ۳۵ ۲۱۲۶ 
محموع ۱٩‏ ۳ ۵۴ ۴۵ ۳۰۶ 
مدحدوع ۱۱6 ۴ ۶۰ ۵ ۵ ۴ ۲۶ 
محدعوع ۱۱ ۵ ۳۲۲ ۳ ۵6۱ 
محموع ۱۲: ی 


در این جدول دیده می‌شود برای معادلةً ۷ -< لا + 2 (باتوجه به‌فرض 
۶ > 8 > ۱ و ۶ > ۷ > ۰)۱ شش جواب به‌دست می‌آید و؛ نسبت به همه 
معادله‌های دیگر: جواب‌های بیشتری دارد. بنابراین شانس آمدن مجموع ۰۷ از هر 
مجموع دیگری بیشتر است ۱ ِ ۳۶ و شانس آمدن مجموع ۲ یا مجموع ۰۱۲ 
از همه کمتر است. (هرکدام برابر ). 

مضمون جدول را روی شکل هم می‌توان نشان داد. دستگاه محورهای مختصات 
قائم را در نظر می‌گیریم.روی محور 03 عدد مربوط به مکعب اول و روی ۰0۷ عدد 
مربوط به مکعب دوم را نشان می‌دهيم و شبکه‌ای مربعی به‌وجود می‌آوريم (شکل 
۲۳ در این شبکه نقطهٌ برخورد هر دو خط راست (به‌جز نقطه‌های واقع بر 
محورها)؛ معرف یکی از مجموع‌ها است. مثلاً نقطهٌ به مختصات (۲ ,۰)۳ به‌معنای 
آن است که عدد مکعب اول برابر ۳ و عدد مکسب دوم برابر ۲" است و؛ بنابراین» 


۳۹۸ 


۲ اه مج و ۱ هب نز 


با این شبکه تعداد جواب‌های معادله به‌دست می‌آید (در شکل خطهای راست 
۴ رو و ۷ ور ۱۱ < لا ۰ :2 رسم شده‌اند). روی شکل دیده 
می‌شود: تعداد نقطه‌های برخورد خط راست ۷  <‏ + 2 با شبکه. بیشتر از دیگران 
و تعداد نقطه‌های برخورد هریک از دو خط راست ۲ < به + 5 و ۱۲ < 4 + « 
با شبکه. کمتر از دیگران است. در شکل ۴۳ جدول پراکندگی و نمودار میله‌ای 
مجموخ عددهای دو مکعب داده شده است. 

پادداشت. همین مساله را می‌توان برای حالتی حل کرد که سه مکعب بازی را 
با هم به هوا پرتاب کنیم تا به زمین بنشینند و بخواهیم پراکندگی مجموع عددهای 
آن‌ها را بررسی کنیم. روش حل با حالت دو مکعب تفاوتی ندارد؛ تنها در این‌جا؛ 
وضم اندکی بغرنج‌تر است. وقتی سه مکعب بازی را باهم به هوا پرتاب کنیم, ۶۳ 


۳۹۹ 


یعنی ۲۱۶ حالت مختلف پیش می‌آید. البته اگر بخواهیم همه حالت‌های ممکن را 
فهرست کنیم؛ باید حوصله داشته باشیم. در این‌جا هم ار عدد مکعب اول را 2 
عدد مکمب دوم را ] و عدد مکمپ سوم را 2 بگیریم؛ باید با شرط ۶ > 2 > ۱ 
> ۱ و ۶ > 2 > ۱ معادلهٌ ه < 2 + ۷ + 2 را در حالت‌های از 
۳ < » تا ۱۸ -< ۰ حل کنیم. تلاش کنبد؛ به‌عنوان تمرین؛ خودتان اين معادله را 
حل کنید. در حالت سه مکعب بازی؛ پیشترین احتمال برای وقتی است که مجموع 
عددها برایر »۱ يا ۱۱ باشد. 


۲ ۴ ۴ ۵ ۴ ۷ #۸ ٩ ۱۰ ۱۷ ۷ 


نمودار میله‌ای مجموع عددهای دو 
مکعب بازی 


به‌طور کلی؛ ثابت می‌کننك که با برتاب 11 مکعب بازی ) برای عددهای آن‌ها 


1 ۷1 ۱ ئ 
احتمال بیش‌امد مجموعی از همه بیشتر است که به سس نزدیکتر باشد. مثلا در 


و ۳۵ 


خالت ۴ < 7 احتمال بیشتر متعلق به مجموع ۱۴ و در حالت ۵ < ۰ احتمال 
بیشتر متعلق به مجموع‌های ۱۷ و ۱۸ است. 
| و ۴. بنابراین باید عدد یکی از مکعب‌ها برابر ۱ و عدد دیگری برابر ۴ باشد (دو 
حالت : اولی ۱ و درمی ۳ یا اولی ۳ ور دومی ۱ در انداختن دو مکعب بازی 
هم ۳۶ حالت ممکن وجود دارد که از بین آن‌ها؛ ۲ حالت مناسب است. 
1 
پاسخ. با احتمال 7 


۲ ما . دايرة به شعاع ۳ ۱ مساحتی برابر 1 واحل مریم دارد. ۳ محاط ۳ 
این دایره؛ قطری برایر قطر دایره (یعنی پرابر ۲) و ضلعی به طول ۷ و بنابراین 
مساحتی بر ابر 1 واحد نج دارد. نه این ترتسسا بحشی از سطح دایره که دز بیرود 


رم محاطی فرار دارد؛ برابر (۲ - ۲ واحل ری و سست مساحت این بحش دایره؛ 
7 


۲ .- ۱ 
به مساحت تمامی دایره؛ برابر سس می‌شود. بنابراین اگر نقطه‌ای به تصادف بر 


ی بت ۱ ی مس ۱ 
سطح دایره انتخاب کنیم؛ با احتمالی برایر 3 ۰ یعنی به تفریب ها ۲۳۸ درصد؛ 


در درون مربع قرار نمی‌گیرد. 
وقتی تعل از تشه اول نشطه وج را؛ باه تصادف از سطح دایره انتخاب کنیم: 


۵ ۶۸"درصد قبلی» یعنی اندکی بیش از ۱۳درصد. 
ماها. احتمال اپن که ؛ در نخستین انتعاب تصادفی ‏ حرف اج از بسن ۵ حرف 
بیرون بباید ؛ برایر است با . احتمال این که » از بسن ۳ حرف باقی‌مانده ؛ در انتخاب 
۱ ۱ 
9( ۱ ۱ ۳ لا نس ق مب ۱ 
۴ 4 ۵ بهيي 73 جرد دارد. ندهمین ام تسا شثزر انتخاب تصادفی حرف سوم با 


۳ 


می‌شود. اگر این جهار حرف انتخاب سا باشند اشخاب تصادفی پنجم » انتخابی 
قطعی ژ‌ با احتمال برابر ۱ ات بنابراین؛ احتمال این که با انتخاب‌های تصادفی 
وارهٌ اجیستا! درس! شود ) برابر است با 
۱ ۱ 

۱ سس 

و۱۳ 1 


این احتمال را؛ می‌توانستیم با روش دپگری به‌دست آوریم. ببينيم چند حالت ممکن 
برای انتخاب‌های تصادفی وجود دارد! در انتخاب اول» ۵ حالت (ممکن است هریک 
از ۵ حرف انتخاب شود). در انتخاب تصادفی دوم؛ ۴ حالت وجود دارد. هریک از 
۵ حالت انتخاب اول می‌تواند با هریک از انتخاب‌های حالت دوم یعنی روی‌هم به 
تعداد ۴ < ۰۵ یا ۲۰ حالت انجام گیرد. اگر به همین ترتیب استدلال کنیم» روی 
هم به تعداد 


۲۵ -- ۱ ۷ ۲ 3 ۳ 2 ۴ نما 


حالت ممکن» برای انتخاب تصادفی ۵ حرف» وجود دارد. از میان این ۱۲۰ حالت 
۳ تنها یک حالت؛ انتخاب مناسب است و؛ بنابراین؛ احتمال پیش آمدن آن 

اس تِ 

احتمال اين‌که اين پیش‌آمد. رخ دهد؛ خیلی کم است و درواقع *محتمل؛ نیست. 
بنابراین ؛ اگر ضمن آزمایش به واه «چیستا» برسیم؛ باید شگفت‌زده شویم. 

با وجود اين؛ احتمال - سل به ما تلقین می‌کند که: اگر بارها و بارهاء آزمایش 
را تکرار کنیم؛ باید به تقریب؛ در هر ۱۲۰ آزمایش» یک بار پیش‌آمد درست شدن 
وارهٌ «چیستا؛ رخ دهد. 
 - ۶‏ خط راستی موازی محور 22 است ؛خط‌های راست 0 < 2-۳ 
و 0 < ۷--۳/) با محور 22 مثلثی می‌سازند که زاویه‌های مجاور به قاعدء 
آن (روی محور 22)) به‌ترئیب برابر ۵ درجه و ۶۰ درجه است (جرا؟). یس این 


دو خط راست؛ با خط راست » < [ هم متلتی را به وجود می‌آورند که ان 


۳۰۲ 


مجاور به قاعدٌ آن (روی خط راست 6 - () برابر ۴۵ درجه و ۶۰ درجه است. با 
این خط‌های راست؛ نمی‌توان مثللی متساوی‌الاضلاع ساخت (زیرا ۴۵ درجه و ۶۰ 
درجه» مقدارهای ثابت‌اند و نمی‌توانند با هم برابر شوند). احتمال این‌که با این سه 
خط راست» مثلث متساوی‌الاضلاع به‌دست آید؛ برابر صفر است. 

۷ روشن است. قطعهٌ سالمی که انتخاب کرده‌ايم. نمی‌تواند قطعةٌ گم شده 
باشد. قطعهٌ گم شده بین ۳۰ قطعهٌ دیگر است. درضمن؛ بین این ۲۰ قطعه 
۰ قطعٌ سالم وجود دارد و احتمال این‌که قطعدٌ گم شده سالم باشد» برابر است 


 < 3‏ < م؛ و احتمال ای‌که قطعة گم شده ناسالم باشد, برایر است با 


۸. اگر بین دو خط راست موازی» نواری به عرض ۱ سانتی‌متر و به فاصله‌های 
برابر از آن‌ها رسم کنیم (شکل ۰)۴۴ برای این‌که سکه هیچ‌کدام از دو خط راست 
موازی را قطع نکند» باید طوری قرار گیرد که مرکز آن در داخل این نوار (که روی 
شکل هاشور خورده است) باشد. عرض نوار برابر ۱ سانتی‌متر و فاصلهٌ بین دو خط 
راست موازی. برابر ۳ سانتی‌متر است. بنابراین» احتمال این‌که سکه ما خط‌های 
سای باق دیف نس مرا 

٩‏ در آغاز ببینیم» از بین ۱۰ گلوله؛ به چند طریق می‌توان دو گلوله انتخاب 
کرد؟ اگر گلوله‌ها را از ۱ تا ۱۰ شماره‌گذاری کنبم. در انتخاب گلولهٌ اول ۱۰ 
حالت مختلف بیش می‌آید (ممکن است کلولة اول یا گلولةٌ دوم؛ .۰.۰.۰ یا لول دهم 


۳۳ 


اشخاب شود). بعد از ائشخاب كلوله اول. ٩‏ حالت برای انتخاب گلوله دوم وجود 
دارد. به‌نظر می‌رسد؛ برای انتخاب تصادفی دو گلوله: ٩۰‏ حالت ممکن وجود دارد. 
ولی با اندکی دقت روشن می‌شود که در این ٩۰‏ حالتِ ممکن؛ هر حالت دو بار 
به حساب آمده است. مثلاً اگر در انتخاب تصادفی اول. گلولة شمار؛ ۵ و؛ در 
انتخاب تصادفی دوم» گلولهٌ شمار؛ ۸ به تصادف انتخاب شده باشد. مثل این است 
که در انتخاب اول شمار؛ٌ ۸ و در انتخاب دوم شماره ۵ انتخاب شود. بنابراین؛ برای 
تخاب دو گلوله از بین ۱۰ گلوله به تعداد ذ» یعنی ۴۵ حالتِ ممکن وجود 
دارد. 

انتخاب مناسب برای وقتی که بخواهیم هر دو گلوله قرمز باشد این است که 
ز بین سه گلوله قرمز دو گلوله اتتخاب کنیم که به ۳ طریق ممکن است (چرا؟). 
بنابراین» احتمال اين‌که هر دو گلوله قرمز باشند؛ برابر است با ب یعنی . 

به‌همین ترتیب» از بین ۴۵ حالتِ ممکن. ۲۱ حالت مناسب (برای این‌که هر 
دو گلوله سیاه باشند) وجود دارد (خودتان محاسبه کنبد: از بین ۷ کلولة سیاه به 
۱ طریق می‌توان ۲ گلوله انتخاب کرد). بنابراین؛ احتمال این‌که هر دو گلوله سیاه 


۱ 
احتمال این‌که هر دو گلوله سیاه باشند؛ برابر ج" یا ۴۶/۷ درصد. 


۰ سرعت‌های تصادفی اتومیل‌های ۸ و 3 را به‌ترتیب 2 و لا می‌گيريم. 


۰ >> ۷ > ۰ و ۱۶۰ > 27 > ,0 


اگر سرعت ۸ را روی محور 2:2 و سرعت 3 را روی محور 1 نشان 


۳ 


با بمدهای م - ۱۰۵ و ۱۲۰ می‌پوشانند. مساحت این مستطیل برابر است با 
(6 - ۱۳۲۰)۱۰۰ 


کامیون سرعتی برابر ۵ دارد. اتومبیل ۸ با سرعت ‏ به دنبال کامیون می‌رود؛ یعنی 
با سرعت (6 - ) کیلومتر در ساعت به کامیون نزدیک می‌شود. 1 با سرعت ل 
به استقبال کامیون می‌رود بنابراین با سرعت (0 + 8) کیلومتر در ساعت به کامیون 
نزدیک می‌شود. برای این‌که اتومبیل ۸ بیش از 7 به کامیون برسد. بایذ داشته 
باشیم : 
۵ - 8 > 1 << 6 1 ۷ < 6 - 1 

در دستگاه محورهای مختصات» اگر خط راست ۲۵ - ۶ < ل را رسم کنیم؛ 
نقطه‌های زیر اين خط راست (که عرضی کوچکتر از عرض نقطه‌های واقع بر خط 
راست ۲۵ - ۶  -<‏ دارند)» معرف نقطه‌هایی از صفحة محورهای مختصات 


شستند که در آن‌ها مقدار ۷ از مقدار ۳0 سس اي کو حکتر اشیتا: این حیل راست 


۳۵ ۵ 


را در همان دستگاه محورهای مختصات قبلی رسم می‌کنيم (شکل ۴۵) بخشی از 
صفحه محورهای مختصات که در زیر خط راست ۲۵ - 8  <‏ و؛ درضمن 
در محدود؛ٌ یش‌آمدهای ممکن باشد؛ سفن مثلث 1۸ را تشکیل می‌دهد. (که 
در شکل هاشور خورده است). مجموعه پیش‌آمدهای مساعد شامل نقطه‌های درون 
همین مثلث است که مساحتی برابر 

"(۲۵ حت 5 


دارد (جرا؟). احتمال این که اتومبیل ۸ بیش از 7 ناه کامیون بر ساب ز برابر اسست 
با سست مجموعه پیش‌آمدهای مساعل باه مجموعه بیش‌آمدهای ممکن؛ یعی نسست 


۲ ۱ 
۲ - ۱۵۰ )- 
یی ند اه 3 


سس و و ۱ ۰ (0 -۱۲۰)۱۰۰ 
یادداشت. جالب است. به یاری احتمالی که پیدا کردیم؛ بستگی احتمال 2 را 


ل] 


در یک جدول نشان وتات 


۳3۹ تتت 


1 3 
۴ 3 پ 1 


بر اساس همین جدول» نمودار شکل ۴۶ به‌دست می‌آید. 

معلوم می‌شود؛ به‌ازای ۵۰ < 6 (یعنی وقتی سرعت کامیون ۵۰ کیلومتر در 
ساعت باشد)؛ اتومییل ۸ حتا اگر با حداکثر سرعت ۱۰۰ کیلومتر در ساعت 
حرکت. کند» نمی‌تواند قبل از 7 به کامیون برسد. ولو این‌که اتومبیل 9 در جای 
خحود ایستاده باشد. 

به‌طور کلی» در حالتی که سرعت کامیون؛ بیشتر از نصف حداکثر سرعت 
اتومبیل ۸ باشد و دو اتومبیل ۸ و 3 در دو طرف کامیون و به یک فاصله از آن 


۶و۳ 


باشند به همین نتیجه می‌رسیم. مثلاً فرض کنید اتومبیل‌های ۸ و 7؛ در دو طرف 
کامیون و به‌فاصلهٌ ۱۰ کیلومتری آن باشند. سرعت کامیون را ۶۰ کیلومتر در ساعت 
و سرعت ۸4 را ۱۰۰ کیلومتر در ساعت (حداکثر سرعتی که ۸4 می‌تواند داشته باشد) 
می‌گيريم و فرض می‌کنيم اتومبیل 3 در جای خود ایستاده باشد (حداقل سرعت 
ممکن یعنی » کیلومتر در ساعت). اگر بعد از ۶ ساعت. اتومبیل ۸ به کامیون 
پرسد» در این مدت ۱۰۰۲ کیلومتر را طی کرده است. در همین مدت. کامیون ۶۰1 
کیلومتر جلو رفته است و چون ۱۰ کبلومتر از ۸ جلو بود» باید داشته باشیم: 


۱ 
۱ ۳۰ مه 


کامیون. کامیون از کنار ۲ رد شده است. زیرا کامیون در ساعت؛ ۱۵ کیلومتر 
جلو رفته است» در حالی که ۶ در ۱۰ کیلومتری او بوده است. 
۱ ساده‌ترین راه‌حل مساله این است که حالت‌های عکس را در نظر بگیریم. 
چه احتمالی وجود دارد که در برتاب چهار مکعب بازی با هم هیچ کدام عدد 
۱ را نشان ندهند. این احتمال» وقتی یک مکعب را می‌اندازيم» برابر ۷ - ۱ پعنی 


۳۵۷ 


چز است و باراین؛ وقتی ۴ مکمب را با هم يندزيم: این احتمل برابر است با 
۴ ۵ 


نیامدن دو عدد ۰۱ برابر چج - ۱ یعنی 2 است. پس احتمال نیامدن دو عدد ۰۱ 
در ۲۴ پرتاب دو مکعب برایر است با 


توس 
۴ ۰۸ 2 2 


۳۴ ۳۸ ۳ ۵ 
(در محاسبه 3 و حتا (و) بهتر است از ماسین حسابت استفاده شود) . 
برای بیدا کردن احتمال‌های مورد نظر مساله باید تفاوت این دو عدد را از ۱ 
< ۴۸۲۳۵۳ ۰۸ - ۱ < احتمال آمدن دست‌کم یک عدد ۱ در پرتاب ۴ مکعب 
۰ ۵ ۰7 << 
< ۰/۵۰۸۵۹۶ - ۱ 2 احتمال آمدن دو عدد ۰۱ در ۲۴ بار پرتاب ۲ مکعت 


دراه بح 


احتمال آمدن یک عدد ۰۱ در پرتاب ۴ مکعب با هم؛ بیش از ۵۱درصد و احتمال 
آمدن ده علد ۱ بار پرتاب دو مکعب؛ کمتر از ۵ درصد است. 


استدلال شوالیه ده‌مه‌ره نادرست اس ۴ احتمال این دوز پیش‌آمد؛ یکی تست . 


۳۵۸ 


نابرابری کوشی - نامعادله - تعیین علامت چندجمله‌ای 


۳ بازوهای شاهین نرازو را 2 و می‌گيريم (۷ 7 ). کالایی را در نظر 
می‌گبريم که وزن واقعی آن برابر ۲۵ کیلوگرم باشد. در كفة مجاور بازوی به طول 
2 نصف کالا (یعنی 6 کیلوگرم) را می‌گذاريم. فرض کنید؛ برای تعادل ترازو لازم 
باشد در کفهٌ دیگر وزنة ۵۱ کیلوگرم را قرار دهیم. باید داشته باشیم: 


۱ 2 
)۱( و6 < 6 << 1 ۲ 0۱ < ۶ 06 
1 


اکنون نصف دیگر کالا را در کف دوم قرار می‌دهیم و فرض می‌کنيم؛ برای تعادل 
ترازو؛ در کفة دیگر ۲ کیلوگرم گذاشته پاشیم : 


99 ع بو ج ۵ ۵۷۷ - ۱ 0۷ 
بر 
آيا ۲۵ < ۲ + ۲۵۱ اگر برابری (۱) و (۲) را با هم جمع کنیم؛ به‌دست می‌آید : 


با 
+) ه - به + ره 


سل 


ولی باتوجه به مثبت بودن مقدارهای 2 و . اگر نابرابری میانگین‌ها را؛ برای دو 


له ۵ 2 
۲ سس بت ]و۳ چد مت ت 
ی ۱ 7/ یت 


یعبی ۲۷ ۲ 0۱ > ۰۲ وزن واقعی کالا» از 0۲ + ۱ کمتر است. 


۳۰۹ 


۲ باتوجه به نابرابری کوشی؛ برای دو عدد مثبت» داریم: 
۸ < 2+۱ :۲/۷ < ۷+۱ :۲۷/2 < 4۱ 2 
از ضرب این سه نابرابری در یکدیگر؛ به‌دست می‌آید : 
۸ 2 ۸۷/2۷2 < (۱ + ۱(2 + ۱()۷ + 2) 


علامت برابری وقتی به‌دست می‌آید که هر سه عدد 2 و # و 2 برابر ۱ باشند. 
یادداشت. این نابرابری را می‌نوان در حالت کلی ثابت کرد: 
اگر ۱ ۰0۲ ۰.۰۰ با علدهایی‌شت‌باشند و ۱ < 0۱0۲.۰.۰6 خواهیم 
داست : 
۳ < (۱ ۲ م۱(۰۰..)6 + ۱()۵۲ + 6۱) 
اثبات» شبیه اثبات نابرابری مساله ۶۴ است. 


ما ۶. بتأیه نایرابری میانگین برای دو شلد هتبت داریم : 


اج 0 + 6۱۷ - 0 + 6۱ 
تِ > ۰/0۲۵۲ ,- > ۱/0۱6۳ ت > ۱/0۱0۲ 


اگر این سه نابرابری را با هم جمع کنیم : به‌دست می‌آید : 
2 ۰۲ +۵۲ + ۵۱ ک 6۲۵۲ + ۱۵ ۱0۲ 


۱ 
علامت برابری؛ برای نت 0۳ << ۲ 7 41۱ برقرار است. 
ی درستی این سه نابرابری روشن است : 
( 6 +۵( -۵49) < ۲( -6)- 6۲ < آه 
(م - 0 6-0۵۵4 +0) ع (۵ -ع) - 0 < اه 
(۵ -6 +)(0 -6 +6) < ۲( -۵)- 6 < آم 


و ۳۱ 


از ضرب این سه نابرابری در یکدیگر به‌دست می‌آید : 
)0 دع)(0 -6 )۳( -9ادم) < ۵6اه 
که از آن‌جا نابرابری مورد نظر به‌دست می‌آید: 
٩4۷ - 6() + 6- 0()64+ 6 - ۵(‏ 6) < 606 


0 و 8 و » طول‌های ضلع‌های مثلث‌اند و بنابراین؛ مقدارهای درون پرانتزهای سمت 
راست ابرابری؛ مثیت‌ند. به همین دلیل» بعد از جذر گرفتن؛ علامت قدرمطلق 
نگذاشتیم. درضمن. علامت برابری برای مثلثی است که سه ضلع برابر داشته باشد. 

۷ اگر به‌صورت و مخرج کسری که از واحد کوچکتر است؛ یک واحد 
اضافه کنیم؛ مقدار کسر بزرگتر می‌شود؛ بنابراین» می‌توان نوشت : 


۲ ۱ 
۲ 
۴ ۳ 
۴ 
۵ 
َ؟«۶ 
و ۵ ۱ 1۹ 
0 


۷ 


مقدار سمت چپ این ثابرابری را 7 می‌ناميم و مقدار سمت راست نابرابری را تبدیل 


| 


بنابراین به‌دست می‌آیل : 
4 ۲ 4 


۰ ان و سا - ماو 
۳۸ سش عدد همست ۷۱ ۰۳ ۷۲۳ 0۴ ۵ و 0 ر در نظر می‌گبريم. باید 
ثابت کنیم : 


۹ و6 + 6 4 6 + ۳ د و 1 6۱ 


۶ 


: داریم‎ 
6 + ۵۲ + 0۳ ر‎ 0۲ 1 0۵ 1 ۶ 
6۱ + ۵۲ + 0۳٩ 0۴۰٩ ۵*٩ ۶ ۳ ۳ 
۶ ۳ ۲ 


سک مد لکد ها مرن ی 
۲ ۳ ۳ 


< ۴۵۵۵۶ ۰۰ ۰/۵۱۵۲[ 
نابرابری کوشی ‏ برای لاس عدد هشت تایت سشك. اکنون بنج عدد مشست ۰0۱ 0۲ 
۳ (۸ و 0۵ را درنظر می‌گيريم و میانگین حسابی آن‌ها را 5 می‌ناميم : 


0۱ 4 ۲ ۲ 0۳ ۲ ۲ ۵ _ » 
۵ 


۱۷ 


9 


۳۱ 


باید ثابت کنیم : 0۷۹۱0۳۴0۵ 


نابرابری کوشی را؛ برای ۶ عدد ۰0۱ ۰0۲ ۰0۳ ۰0۴ 6۵ و 5 می‌نویسیم : 


6۱ + ۲4 ۵۳ ٩1 0۴ 4+ وه‎ + 5 


۳ 0 


اگر به‌جای و۵ + ۵۲ + ۵۳ + ۲ + ۱ مقدارش ۵5 را فرار دهیم به‌دست 


می‌آید : 
0۱0۵۲۵۳۴۵۴۵۵ ۳2 5 ‌- ۷ 5 


از آن‌جا ۵۱۵۲۵۳۵۴۵۵ < 8٩‏ و ۵/0۱0۲۵۳۵۲۵۵. < 5. و اين؛ همان ابرابری 
کوسی برای پنج عدد شت است. 

با همین روش می‌توانید؛ نابرابری کوشی را؛ اول برای ۸ < 7" و» سیس به‌یاری 
آن برای ۷ -< 9 ثابت کنید. 

7۳ دید ای دو عدد مشت 0 و ۰0 مقدا‎ ٩ 

رت ما هه جر وا امین عصت یی ان 

0 اپ" ۴ میانگین هندسی گویند و ثابت کردیم؛ برای دو عدد مست (و به‌طور کلین) 
برای 1 مقدار مثبت)» میانگین حسابی از میانگین هندسی کوچکتر نیست. 

در ریاضیات با دو نوع میانگین دیگر هم کار می‌کنند : میانگین مربعی و میانگین 


۲ ۲ 
توافقی. میانگین مربعي دو عدد مثبت » و 8 برابر است با ت - | و میانگین 


۳ 
0» 


تابرابری‌های مساله؛ اثبات این مطل مطلب را می‌خواهد که : برای دو عدد مثبت »0 و 
میانگین مربعی از میانگین حسابی؛ میانگین حسابی از میانگین هندسی و میانگین 
هندسی از میانگین توافقی کمتر نیست. برای حل مساله؛ تنها باید درستی دو نابرابری 


۳9 


که به سادگی به نتیجه می‌رسند. برای نابرابری اول داریم : 


۲۵۵ + ۵۲ + ۲ 
ی ۹ 


۷ 0 25 
3 ] د ۶ 6 1۰ 
۲ ۳ : 


م < ( -ه) چد ه < ۲۵۵ - 9+ آه ج- 


۲ ۱ ِ 
< م۷ ج سل < قم/ 
۵ 
: رد۲ 
۰ < ۵-۲۷ +ه پر ۱۷۹ < ۱ + 


که به نابرابری روشن ۰ < 1/0(۲ - 0/+) منجر می‌شود. 
یدای مرمر و تقو ی توت بر هد عبت برش از 


میانگین مربعی» در فصل اول کتاب. بخش آمار ریاضی: برای محاسبةٌ انحراف معیار 
استفاده کرده بودیم. 


۷ دور ضع مجاور ستطیل را با طول‌های 1 و0 فرص می‌کنيم : 
< 0 +4 6 


مجموم دو عدد مشست 1 و ) مقداری ثابت و برابر 2 است. بسن حاصل ضرب آن‌ها 
(یعنی مساحت مستطیل)» رقتی به بیشترین مقدار خود می‌رسد که این دو عدد؛ 


۳۹ 


۱ ث_ ۱ ۱ 
با هم برابر باشند؛ یعنی وقتی که با مربعی به محبط برابر ۲ (ضلعی برابر 72) 
سروکار داشته پاسیم. 
به شکل ۴۷ توجه کنید. اگر حجم جعبةٌ مکعب مستطیلی را ۷ فرض 


کنيم» باید داشته باشیم : 
۲( ۲۸ - 2/0 < ل 


که می‌توان آن را این‌طور نوشت 
۱ ۱ 
|(۲۸ - ۲()6 - لا ۳ 


در داخل کروشه» سه مقدار مثبت (۰۴2 ۲ - 6 و ۲2 - 6) در هم ضرب 


۴ 4 )6- ۲۵( 4+ )6- ۲۵( -< 0۵ 


بنابراین» حاصل‌ضرب آن‌ها وقتی به بیشترین مقدار خود می‌رسد که. این سه مقدار؛ 


با هم برابر باشند؛ یعنی داشته باشیم : 


۱ 0 
۲۷ 2۲ 


۳۹۵ 


از هر گوشة ورقك مربعی آهن سفید» باید مربعی با ضلع به طول 2 (یک‌ششم طول 
ضلع ورقهٌ آهن سفید) جدا کرد تا با باتی‌ماندهٌ آهن سفید» جعبةٌ مکعب مستطیلی با 
بیشترین مقدار حجم به‌دست آید. 

۲ فرض می‌کنیم مخروطی در کره محاط شده باشد. اگر صفحه‌ای را از 
راس مخروط و مرکز کره بگذرانيم؛ در برخورد با کره و مخروط؛ شکلی شبیه شکل 
۸ به‌وجود می‌آورد. در این شکل» مثلث ۸6 منساوی‌السافین ۸17 (که از 
0 مرکز کره می‌گذرد) ارتفاع مخروط و ۰0 قطری از قاعد؛ٌ مخروط است. اگر 
طول پاره‌خط راست 0017 را 7 و شعاع فاعدهٌ مخروط را 7 بنامیم به‌دست می‌آید ؛ 
۲ - ۲و < ۲۲ (در مثلث قائم‌الزاوية 6 7 (0). بنابراین؛ حجم مخروط, که آن 
را با /17 نشان می‌دهیم) چنین است: 


۷ 1 - ۲() + ۵( 


که در آن» 27 - 0۲ مجذور شعاع قاعده و 2 + 7 ارتفاع مخروط است. 7 را 


می‌توان این‌طور نوشت : 
۱ ۱ ۱ ۳1 
((۵ + )(2 +)(۲۵ -۲۳۲)]- < ۷ 


۳۱۶ 


مجموع سه عامل‌ضرب در داخل کروشه (که مقدارهایی مثبت‌اند) مقداری ایت 
است : 
)1٩+ 2( + )] + :( -< ۷‏ + (۲2 - (۲) 


با هم برابر باشنده یعنی 
۱ 
كِ زج و لد ار :۲ - ۲ 
که از آن‌جا؛ برای 0 ارتفاع مخروط رد ست می‌آید : 
۳ ۱ 
8- < + < و 
۳ 3 ۳ 


۳ بیشترین مقدار 2 605 (و درنتیجه؛ بیشترین مقدار 2 آو0ع) برابر است 


با ۰۱ بنابراین ۵ + 2 0۵ نمی‌تواند از ۶ بیشتر باشد و داریم : 
( ۲۵5 - ۲)۳ < ۴092 ۶ > ۵ + ۴609 - 2 وم 


از آن‌جا باتوجه به مثبت بودن 2 ۲۵9 - ۰۳ می‌توان نوشت: 


_ (۲66۶2 ۲0۳ , ۵+ ۴6092 - 2 وم 
جوم ۲ ۳ 2 7۲ 08 ۲ م. ۳ 
بیشترین مقدار ۷ برابر است با ۲ که به‌ازای ۱ < 2 05 پا ۱- < 2 605 به‌دست 


۳۳ 


اکنون» ل را به‌اين صورت می‌نویسیم : 

۱۶۵۵۵۵٩۲۰‏ - ۵ و۴6۵ _ ۵ + و۴60 - ۵ وم 
5 (2 ۲05 - ۴)۳ 5 8 ۲ - ۳ ِ 
٩( + )۶- ۴۵92 4+ ۵‏ + 092 ۱۲ - 2 "وم ۴) 5 
5 (6052 ۲ - ۴)۳ 5 


۳۷ 


۵ + (۲۵۵۵ - ۲0۳ + (شوم6 ۲ -۳۲) _ 
(2 609 ۲ - ۴)۳ ض 
۵ ۱ ۵8۶ ۲ - ۳ 


ات 


1 
از طرف دیگر باتوجه به نابرابری کوشی برای دو مقدار مثبت داریم : 
1 ۵ و سم رل 
7 (۲6۵۵2 - ۴)۳ ۴ 
۳ 0 ۳۰-۲۵۵۵ 
۵ جح سب | و۲ د سس سس ]+۲ < 
۳/۵ ۱۶ ( 608 ۲ - ۴)۳ ۳ 5 
و بنابراین؛ برای مقدار لا خواهیم داشت: 
8 ۲ ۵ 2 0 ۲ - ۳ 
| 4 ۵/) << -ا دك سب لا سس < 
۱ ۳۳۹ ِِ سر ون 2 ۳ 


وفتی به این کمترین مقدار می‌رسد که داشته باشیم : 


۲-۲608 ۵ ۳ ۳۵ 
۴  ۴)۳- ۲ 6092 و‎ 


پاستخ. ۲ > > ۱۱ + 2)/6. حداکثرمقدار وبا ۱ + -- ل 605 و حداقل آن 


۳ 
۲ 
۳ ) ۱- را از سمت راست ابرابری به سمت چپ می‌بريم و به یک کسر 
۱ ۲ ۱ 
تبدیل می‌کنيم ؛ نابرابری به صورت ۹ ۳ درمی‌اید. اگر ۲ ِ 7 بگیریم؛ 
می‌توانیم از این مطلب روشن استفاده کنیم که؛ علامت خارج‌فسمت دو مقدار» همان 


علامت حاصل ضرب آن‌ها است: نعنی در نامعادلهة 


با - 2 608 به‌دست می‌آید. 


۳ 


۳ )۳ -- 2()۲ - 2( > ت) ه‎  ۲( 


هم‌ارزند. سمت چپ نامعادلةٌ اخیر» یک عبارت درجه دوم با ریشه‌های ۲ و ۳ 


۴ ریسا 7 برابر واحد و می‌دانیم علاامت عبارت ذر سحه دوم » وفتی به‌جای 


۳۱۸ 


مجهول عددی را فرار دهیم که مقدار آن بین دو مقدار ریشه‌ها باشد» حاصل عبارت 
علامتی مخالف علامت ضریب 7۲ بیدا می‌کند. چون ضریب "7 علامتی مثبت 
دارد» بنابراین اگر ۳ > 2 > ۰۲ آن‌وقت علامت حاصل (2 - ۳)( - ۲) منفی 
(مخالف علامت ضریب "2) می‌شود. 

پاسخ. ۲ > 8 > ۲. 


۲ لد ۳۸ 


۲ ۱ 
چ- هو < ۳ 4 ست اس زا 94 پوس | 
۳ سمل ۳۲ س ۱ لد ۲ مت و۳ مت 


و < ۱۳ لد ۳۵ چت ه <ر 0 
1 ۵ ۵ 


۳ نقسیم کنیم » حهت نابرابری تخیر می‌کند). 
۸ ۱ ۱ 
۳ پاست. زجب > 2 ۴) ۱ د ۲ به‌ازای همه مقدارهای حقیقی 7 مثبت 
است. بنابراین» نامعادلهٌ مفروض به‌صورت ۰ > ۴۶ - ۱ درمی‌آید. از آن‌جا 
سن 
2 8. 
هلا ۳۱ برای این‌که معادلهٌ درجه دوم دو ريشة حقیقی و نابرابر داشته باشد» 


چ ه < (۱ + ۱۰+ )۲ - (۲۳+۱) ع ۵ 
» < (۴ +۴۸ + ۳(۵۲) - (۱ +۴۶ + ۴(۵۲) ج 
نامعادله منجر به » < ۲- می‌شود که ممکن یست. این معادلهٌ درجه دوم؛ به‌ازای 
هی مشداری از ۰11 ریشه‌های حشبقی ندارد. 


پاسخ. ۵ ع 70. 
۲) مبیّن معادله را تشکیل می‌دهیم : 


۸ <- ۴۵۲ - ۴) + ۱()- ۱( < ۴۵۲ - ۴) - ۱( < ۴ 


۳۹ 


معادله به‌ازای هر مقدار ۰70 ریشه‌های حقیقی دارد. 
م < ۹+ ۱۶ < (۱ )۴۵ - (۳ +۲(4) < ۸۵ (۳ 


۹ ۱ 1 ۹ ۸ هن 
پاسخ. - < 7 (معادله به‌ازای ی - < 77 دو ريشه حقیقی برابر 
دارد) . 


)۲ - 110 ) ۴ ل ۳77 س ۲ - (۱ س )۴ - 7۲ ت ۴(۸۵ 


مبین معادله. به‌ازای ۳ < 7 برابر صفر می‌شود و. به‌ازای سایر مقدارهای 77۷ 


پاسخ. (۷):- 8 


جروج ۰ ۳ اج (۱ ۲۱۲۷۰ ۱ ع جر (۵ 
۴-۴ - و < (۱ +:()۴ - ۲و7 - ۸ (۶ 


عبارت درحه دوم ۴ ۳7۲" سب ار دو ریشه حقبشی دارد : ۳۹/۷ سا برای این که 


مقدار ۸ مشت باشد باید مقدار 172 بیرول این دو ریش باسل. 
پاسخ. ۲۰/۳ - ۲ > ۰« یا ۲۷/۲ + ۲ < 7. 

۷( معادله بعل از یرت برانتزها یه این صورت درمی‌آید : 

۳2۲ - ۲۳4+ ۱( ٩+ ۰-۲ < » 


که از آن‌جا؛ مبین معادله جنین می‌شود : 


شا ۵ را 
1-۷ 7 ۴ 7 ۳ ۴ - (۷-+4- )۴ < ۸۵ 


که #ستتسیا بودل آن روسن تا معادله به‌ازای شمه مقدارهای حقبقی 9" دور ريش 
حقیقی دارد. 


و ۳۳ 


#۲ ۱( بعد از ضرب برانتزها و بردن عدد ۵ ۳ از سمت راست به سمت جب 


نایرابری؛ به: دست مر آید : 
ه < (۷- )۴۱ + 25) ج<- < ۲۸ - ۳۵ - آ و 


پاسخ. ۳- > ۵ يا ۷ < . 
۲) بعد از ضرب برانترها و انتقال همه جمله‌ها به سمت چپ نابرابری»؛ به‌دست 


هه بب اه 


عبارت درجه دوم ۳ سل له مس ۹ ریشه‌های موهومی دارد و بنابراین» علامست این 
سه‌جمله‌ای: به‌ازای هر مقدار حقیقی ۰2 همان علامت ضریب ۳۹ یعنی مشست 
پاسیخ. نامعادله؛ به‌ازای همه مقدارهای حقیقی * برقرار است : 1 ۶ 7. 


۳۲ 
۱ 1 2 + 4 ۱ 
و اه رابت کر ای یه زو ۳و 


آن درجه اول استنکا: ریشه‌های صورت کسر ۲- و ه و ریشه مخرج کسر ۱- است. 


باتوجه به تعیین علامت‌های عبارت درجه دوم و درجه اول؛ می‌توانيم به این جدول 


پاسخ. ۲- > 5 يا ه > 8 > ۱-. 


۱ ۳ 
۲ تامعاذله یه ریخ 7 9 12 درمی‌آید. 


1 
پاسخ. چا که نیا ۲ > 5 > ۰. 


۵) پاسخ. ۲- > ند. 

۶ پاسخ. ۳- > و پا ۴ > 5 > ه. 

۷. اگر معادله را؛ به‌صورت عادی تبدیل کنیم؛ یعنی با مخرج مشترک گرفتن 
بین کسرها آغاز کنیم؛ گرچه سرانجام به نتیجه می‌رسیم» ولی گرفتار عمل‌های کم 
و بیش طولانی می‌شویم که احتمال اشتباه را بالا می‌برد. معادله را» به اين ترتیب؛ 


تبدیل می‌کنيم : 


۱ - (» - سد) + (ه- گت) +( )| 
6+ 6406 ده 


1 0 - 6 - 6 - 2 0۵ - 6 - این -- :2 , »60 - 6و -- (از6 -- 2 


ان ۱۳ 


۱ ۱ ۲ ۱ 
هد (سیم + +بس) (60 - ۵6 - ان -- 3 ) 


2 -< 6 + 1 ۵ 


البته: اپن جواب؛ به شرطی تنها جواب معادله است که داشته باشیم : 


+ ۱ 1 ۱ 5 ۱ 
مد( د 9 6 
اس 


۱ ۱ 3 ۲ 
) اد 6و واز6 عت و | ۵ کرد تست ناد یت بل بت 
ی ۳ موس + سم + ملس ] 


۲) بافرض این‌که. هیچ کدام از مقدارهای ۰۵ ۵ و ۰6 برابر صفر نباشند 
به‌ترئیب داریم : 


(۵0 +964 +۲)۵۵ _ (61 - 68) +(9 - 98) +( - »ه) 
6 5 0 
۳00 ۳ < 2( + ۷+ »0) 


"رم +وادم) < 2«( +9 ده) 


۳۳ 


و به شرط ۰ عو ع + ها 6:۵4 ۷04+ < ن 
پاسخ. 6 + 6 + < نو ( ع +4 ۵-0 ه و ۵ ه طو ان ۰ 2 6). 
۷۸ از مجموع چهار معادل دستگاه به‌دست می‌آید : 


۱ 
8 + ۷ + 2+ < +0 + + ( )*( 


با کم کردن هریک از معادله‌های دستگاه؛ از معادله + جوابت دستگاه به‌دست 
پاسخ. (۲0 دم جوا م2 2 ( ۲6٩4‏ - 9 + »)ج ٍِِِ 


(۵ +ه +۲۵ - م) ی (۵ +۰ ۲+۵4 -)چ > با 
تهب ۳ ِ 
۷ 6۲ بط 6 ۲ ۳ ۲۵و ۷ 

۳ ۳ 
6 +6 +4 0-۲0 +۵ +۲۵4 
علدهای 1 6 و 6 مجموع سه عدد با دوبرابر عدد چهارم؛ برابر تباشد) . 


1 (با این شرط که از 


. اگر عبارت درجه دوم سمت چپ برابری را (2)] نبامیم داریم: 


ز(0 - 0()6 - ۸)6 < (ع)] :(0 - ۵)( - 2/۵ < (0)] 
(0 -9()6 -0()6 - 9()۵ - ۵) ۱ 2 (0(۶)۵)] 


باتوجه به فرض مساله داریم: ۰ > 0 - ۵ ه > 0 - يٍ ه < 6-0 و 


۰ > 0 - 6, بنابراین؛ باتوجه به این که ۹ عددی نامنقی است به‌دست می‌آید : 
۰ > (0(۰)6)] 


در حالت صفر بودن ۳0/6 دست کم یکی از دو عدد 0 و ۰6 ریشه‌ای از 
معادلهة ۰ < (1)2 است و وقتی معادلهة درجه دوم یک ريشه حقیقی داشته باشد 


بی نر دید ریشه درم آن هم ؛ عددی حفیقی تت هن 


۳۳ 


در حالت ۰ > (۰/)0(/)6 باتوجه به ۴8 متن درس در حالت ۴) معادلة 
سس (7)2 دارای دو ريشة حقیقی است که یکی از آن‌ها بین دو عدد ۵ و » و 
دیگری در بیرول اپن دو غدد است؛ یعنی اگر ریشه‌های 9 بد ( )۲ را ۱ ول 17۲ 


(2۲ > ۲) بنامیم ؛ خواهیم واشیقة؛ 
۵ ۱ 0۵ ما 6 ب* 39 6 6 > 8۱ 


۰ اگر این دو معادله. هیچ‌کدام؛ ریشه‌های حقیقی نداشته باشند باید مبین 
ظر دور معادله ملفی باسل ؛ 


* > ۲۱ - 2۱ ,ه > ۲۵ - "2 
از مجموع این دو نابرابری (که هم جهت‌اند) : به‌دست می‌اید : 
م > ۲۵۵۱ - او + ام چ ه > (۱ +۴)9 - ۱ + او 
(به‌جای (۱ + )۰۲ مقدارش 7۱ را قرار دادیم). درنتیجه» به نابرابری ناممکن 
ه > ۲ (2۱ - م) 


می‌رسیم. به این ترتیب» فرض ماء مبنی بر این‌که هر دو معادله ریشه‌های موهومی 
دارند؛ نادرست است ور دست‌ کم ؛ یکی از آن‌ها دارای ریشه‌های حفیقی اسسته: 
۱ بعد از باز کردن برانتزها معادلهٌ مفروض؛ به این صورت درمی‌آید : 


٩+ 0 + 6(2ُ - ۲) + ۵0 + 6۵(2 + ۳۵۵6۵ << ۰‏ 6) 
ثابت می‌کنيم؛ مبین اين معادله؛ نامنفی است. داریم : 


(6 +۱0 + ۱۲۵۵/۵ - (م» +6 + )۴ < ۸ 


۳۷۷ 


+ (۴۵۵۵۲ - ۲۵۲۵۲ + ۵۲ ۲۵۲)+ 
< (۴۲۵۲۵6 ۲۵۲۵۲ + ۲۵۲۵7)+ 
۰0(۲ - ۲)۵۵ + 60(۲ -۲)۵6 + (00 - ۲۵۵ < 
که مقداری نامنفی است. 
۲ باید ثابت کنیم: » < - او + + "2. اگر به‌جای 2» مقدارش 


را از فرض مساله قرار دهیم : 
۲ ۲ 


2 سا( - و -ه) + وب اوح - + او + 


تست 
هد 


۲0 ۱ 
صّ + ۲۵ + ۲۵ 6 ۲ ۲۷ +4 ۲۵۲ 


۲ ۱ 
0 ۱ 
[*) (ججعه ام + وه -ع) + و ۲ سنج 
داخل کروشه؛ نسبت به ۰0 عبارتی درجه دوم و مبین آن چنین است 
۲ ۳۹ ۱ 
دج - ۲۵۵ + ایوس < +عه - )۲( -ع) - ۵ 


۱ ۱ 
۰ > )0 ۹ ۳2 - ت- (0 سا )۳ سب - ح 


وقتی مبین یک عبارت درجه دوم مثبت نباشد؛ علامت عبارت. به‌ازای هر مقدار 
مجهول» علامتی هم‌علامت ضریب درجه دوم پیدا می‌کنده مگر وقتی که مبین برابر 
صفر باشد و به‌جای مجهول؛ ريش مضاعف سه‌جمله‌ای را قرار دهیم. به این ترتیب؛ 
مقدار داخل کروشه در (*): همیشه نامنفی است؛ یعنی 


۲ 
۱ 0 ۱ 


۸۳ 
/ توق ۲ ۱ ۱ 
۲ ۱ ! سب 1 سب 
۲ ۵ اسطا 


۳۳۲ ۵ 


سا برچ "(2۱ + ۱ه) < 2۲ + 21 < 5۲ (۲ 
۵ - ۲ ۱ 
۳ کی کت لولس جوم وه بو ۳ 


۲ وی ۲ 
0 ۲ 3 2۲ 


نج 2۷(۳ + 2۱) اه + 2 < 5 (۴ 


۳6۵۰ ِ وت ت ( ۲ سل ۱ ۳- 


۱ ۱ 2+2  - ۵ +۵ 
8۱ 2۷ )8۱۵۲( / 


۲۱۷ - (27 + 2۱) < 2+ ۱و < وک (۶ 

:۲ + ۴۵۲ - آه < ۲۵۲ - ۲۵(۲ - آه) < 

کی نگ پر 3 
/ (2۱2۲) 2 2 


۸ ۰/2۲ + ۰/2۱ > 6 آذوقت ۲/2۱2۲ + 2۲ + 2۱ < ۱ 8؛ یعنی 


۱ 1 ۲ ب / 4 0 مد ۲ 
۷/۲ - 0 ۷ رک ج ۲۷۵ + » < ۵ 
رز _ ۰/2۱۰/2۲۷ ۱ ۱ 


8 


ی ان 0 
۲۷۵۱۵۲ + ۷/۵۲ +2۱ < 5۱ 


۹ -* ۱ 


70 -< ۳ ای نز 


7" 
لا با 
۷۳2۲ 12۲ 727 


۴ فرضص می‌کنيم :0 ريش مشترک دو معادله باشد؛ در این صورت 


۱۱( 4 


۰ < و + ۱۵و + و و ۰ < و +بوم + و 


۳۳۶ 


از تفاضل دو معادله به‌دست می‌اید : 
: 
۱ - ل 
این مقدار ۰0 باید در هریک از دو معادله؛ و مثلا در معادله اول؛ صدق کند : 
۲ 
۱ 9 (- 
رو سک رونت ۱ 
ِ« 0۱ - 7 گنز ۱ ۰ ۲ 
پاسخ. (2۱9 - 2۱()29۱ - «) > ۲( - 9). 
۲) پاسخ. نی - ااه) <- 60(۲ - 00). ۱ 
۵ اگر سه معادله دستگاه را با هم جمع کنیم؛ به‌دست می‌آید : 


- < م چد ه < ,و - + (۱ - 00 


چ ۲ + ۵۲+ آو - ۲( + + ») 
ام + ۵۲ + آ /+د < 2 + +4 2 << 


که با قرار دادن در هریک از ۰ دستگاه مقدار مجهول‌ها له اسدسیا می‌آید : 


۰ 
ب‌ ین ۷ 


- ( + تم( + ) 
۲) دستگاه به‌سادگی به‌این صورت درمی‌آید: (*) 26 (2 + ۷()۷ + 2) 
» < (2 + 2()۷ + 2) 
و اگر سه معادله این دستگاه را در هم ضرب شیم 
چ موه 2(۲ + )۲( + ) ( + 2) 
»رم 4۷ - (2 +4 )(2 + )5٩+1()2‏ << 
معادلهٌ اخیر را به ترتیب؛ بر هریک از معادله‌های دستگاه (*) تقسیم می‌کنيم » به 
این اسسك معادله می‌رسیم ۰ 


۷/7 ۷ 0 
ان بو بای لا ب یر بای ,گلگت - ی + و 
س ۱ 


۳۳۷۲ 


۱ ۱ ۱/ ۰06+ 
کت <> 2 ۲+ 1۷ + »3 


۵ 0 ۲ 
با در دست داشتن 2 +1 2 1 ۶ و ۷ + 3 می‌توان به‌یاری معادله اخیر ؛ مقدارهای 


2 و ۷ و 2 را به‌دست آورد: 


دستگاه دو جواب دارد (علامت‌های + را یا هم و علامت‌های منفی را با هم 


جاب هه« وه + وشن است. او فرضی تم 
و 2 مخالف صفر باشند. اگر سه معادله را در هم ضرب کنیم؛ به‌دست می‌آید : 


6 < ۱2اه چد ب«یهع9ه - و را اه 


با قرار دادن 62 به‌جای 21 به معادل »6۵ < آ2ع می‌رسیم که با شرط ۰ ع< 0 


مقدار 2 به‌دست می‌آید و به‌همین ترتیب» برای 2 و ل: 
(ه 0 ۷ ح<: مر 7 1 06 ,1 


پاسخ. مجمرعهٌ جواب‌های دستگاه: 


6 - 8 6 - -- ۲ 6 - ح< 8 
ع لا از هم ز 60 ۷- < زا 
6 - << 2 6 حد بو »۷ < 2 


۳۳۸ 


ر دو معادلةٌ دستگاه راء یک بار با هم جمع و یک بار از هم کم می‌کنيم : 
(و + ع( +م) - "و + ۲و 
(و - ع)(9 - ه) > ۳و - ۶۳ 


5 (0 - 6 - + رات - ت)(1 + 2) 
۱ 11 ۱ ی تّ 
< ( + 6 - د لا د 9( - 9 ) 


به‌اين ترئیب» باید چهار دستگاه را؛ به‌طور جداگانه. حل کنیم : 


۵ حد لا بل ۱ (الف 
۵ 2 1 -- رل 


0 


٩‏ ح لا 


۷0-0 ۶2 | لا 
- 2۰/0 < ره | ۵-8  -‏ + رنه + ات 3 


(ه < 2 و » > لیا ه > 2 و » < ل1). 


۵ حه لا - بل : 
7 وت ۱ 
ار تا 7۳ 4 4 


۱ ۳ 

5 تا . ۲ ۲ (د 

0 - 6 < اه د 2 4 2 

اگر در دستگاه اخیر؛ دو برابر معادلهٌ دوم را؛ یک بار با معادلةٌ اول جمع و یک بار 
از آن کم کنیم؛ به‌دست می‌آید : 


٩-۰ 6 - ۵‏ <- ۷ + 2 ۳۹ ۵ - ۵ - ۲( + ت) 
۵ + + < روت 1[ .۰ ۲۵ + < ۲( - ») 


که از آن؛ به جهار دستگاه هی رسیم ۰ 
۷ جح زا هچ 

| 2 -  - ۰/0 + ۵ 

0 - مب < وا و 

۵ + »/- -< وه - 8 


۰۵-۲۵ < 1 + ت 
* ۲۵6 + ۷/0 < لا - و 
۲۵ ۱/۵ 0 + 
۷0٩+ ۲۵ ۰‏ < لا - هن 


۳۲۹ 


(۲۵ + 1/0 +۲3-/ع) 3 7 
(۲0 +/۱۷ - ۲۵ - 02۷/۰ - ا 


که در آن» ع و (۰7 جدا از هم و به‌طور مستقل» می‌توانند مقدارهای ۱+ و ۱- را 


۶ در آغاز؛ به این انحاد جبری توجه کند : 


+ (2 + )21 < ( + 2()2 +4( 4 2) 
۱( ۶ + ( + )2۲ + (ع + ع) "و + 


اثبات درستی این اتحاد دشوار یست. می‌توان هر سمت برابری را به‌صورت یی 
جندجمله‌ای درآورد و مشاهده کرد که این دو جندجمله‌ای بر هم منطیق‌اند. ولی 
در این‌جا» با روش دیگری؛ درستی اين اتحاد را تحقیق می‌کنيم. چه سمت جپ 
و چه سمت راست برابری» نسبت به 7 از درجه دوم است. بنابراین؛ اکر برابری 
اتحاد نباشد» به معنای آن است که» نسبت به مجهول ۰2 معادله‌ای از درجه دوم 
است. معادلة درجه دوم؛ حداکثر دو ريشة حقیقی دارد. اگر یک معادلةٌ درجه دوم 
به‌ازای بیش از دو مقدار 2 برقرار باشد. باید نتیجه گرفت که یک اتحاد است. تحقیق 
می‌کنيم ؛ سه مقدار ۰ < 8 لا < ۲ و 2 < 2۳ در این برابری صدق 


می‌کند. به‌ازای ۰ < ۰2۱ سمت چپ برابری به‌صورت 
او + ال > (ه + )و > (۰ +( + و)(و + ۰) 
درمی‌آید و سمت راست برابری به‌صورت 
ی + ان - (ر + )2 +(2 +ه) ۷ 


۳۳9 


یعنی ۰ < 7*۱ در برابری صدق می‌کند. - < 7۲ را در برابری قرار می‌دهیم. 


مقدار سمت چپ برابری برابر صفر و مقدار سمت راست آن 
< (و-)2و۲ + (« + و-) آن + (ه + و)۲(و-) 
هم < و۲۳ - ۲۱۲2 < و۲ - ((و + +( دوع 


به همین ترتیب؛ روشن می‌شود که 2-- < ۲۳ در برابری صدق می‌کند. معادلهٌ درجه 


دومی که بیش از دو ريشه حقیقی داشته باشد؛ معادله نیست و یک اتحاد است. 


اکنون به حل مساله می‌پردازيم. از ضرب برابری‌های 
(۲) ۲ <( + )2 ,0 ع (۵4+2) ۱ ,اه < (2 + )2 
در یکدیگر؛ به‌دست می‌آید: 
۲ هه < (۵ + عم( + ن)(و + ع) اج ره 
که باتوجه به برابری 606 < ۰512 نتیجه می‌شود : 
عم > (ه + ع)(2 + و)(ن + ع) 
به‌جای سمت چپ برابری» مقدارش را از اتحاد (۱) قرار می‌دهیم: 
(۳) »وه ع و۲2 +( +ه) 2 +( +)آن +( + )2 
ولی باتوجه به مجموع برابری‌های (۲) داریم : 
+ که + که ع (و + ه) اه + (ه +ع) و +(2 + )2۲ 
درضمن می‌دانیم ۰6 - 212. بنابراین؛ برابری (۳) چنین می‌شود : 
< ۵06 4 6 + و + 6 


۳۳۹ 


۷ با تبدیل 2 0 به 2 ۰۵11 به معادلاٌ درجه دوم 
[۰ ّ 2 20) و۵ وا د 2 12 2 ها 0 


می‌رسیم. 2 628 می‌تواند هر عدد حقیقی را بپذیرد. بنابرلین؛ برای حقیقی بودن 
ریشه‌های این معادله درجه دوم (نست به ۰/12۲7 کافی است مبین آن نامنفی 
باشد. 

پاسخ. ۴۵ < 61. 

۲) اگر معادله را؛ تنها برحسب 7 818 یا ثنها برحسب 6082 بنویسیم؛ با دو 
دشواری روبه‌رو می‌شویم. فرض کنید» معادله را تنها برحسب 7 817 بنویسیم ؛ به 


این صورت درمی‌آید : 
» - 5 0۲و - ۱/۱ + و صزو و 


که معادله‌ای گنگ است و» برای حل آن؛ ناچاريم بعد از بردن جملةٌ 2 511 ۵ به 
ضمت راست برابری؛ دور طرف را مجذور کنیم. ولی با مجذور کردن دو سمت یک 
معادله. ممکن است ریشه‌های بیرونی وارد آن شود و باتوجه به ضریب‌های حرفی 
0 0 و ۰6 تشخیص ریشه‌های بیرونی؛ چندان ساده یست. از این گذشته» بعد 
از گویا کردن معادله؛ به معادله‌ای درجه دوم با مجهول ‏ 511 می‌رسیم و روشن 
است که تنها مثبت بودن مبین معادله. به معنای داشتن ریشه‌های حقیقی نیست؛ 
زیرا 2 515 نمی‌نواند هر عدد حقیقی را بپذیرد و باید داشته باشیم ۱ ک | 51 |. 
یعنی » به‌جر نامنفی بودن مبین؛ در این‌باره استدلال کنیم که؛ با چه شرطی؛ ریشه‌های 
حفیقی معادلةٌ درجه دوم؛ قدرمطلقی بزرگتر از واحد ندارند. 

بنابراین؛ باید راه دیگری برای حل مساله بينديشيم. 

فرض می‌کنيم ۸ < 5 518 و ۲ < ۶ 605؛ ی ۱ ۱ 


دستگاه می‌رسیم : 
جع وا گرهی ت ۳۲ :3 ۲ زر 


۳ 


» > ۷۲+ ۵2 دایرژ ۱ < ۷۲+ ۲ را قطع کند. برای اين منظور باید فاصله 
مرکز دایره؛ بعنی (ه ,۰ ) () از خط راست؛ کوحکتر از شعاع دایره ۱۱ <- ۲/) باشد؛ 


یعی 
۲ 


.۱۳۳ 
و ۲ + ۱/۵۲ 
و اين» شرط وجود ریشه‌های حقیقی برای معادله است. 

#یادداشت . مساله را به‌صورت مثلثاتی هم می‌توان حل کرد. 

دو حالت در نظر می‌گیریم : در حالت اول فرض می‌کنيم ۰ < ». معادله 
بهصورت 


< او + وچ > 


‌ 
3 2 و0 جداع اجه و ووم ر 
درمی‌آید که شرط رحود ریشه‌های حشبقی برای أنْ عبارت ات از 
۱ 0 ۱ 
| > 0۱| ۱ > 2 > ۱- 
0 
بنابراین: معادله در حالت ۰ < » و ۵۱| > 6۱ ریشه‌های حقیقی دارد. 
حالت دوم ه و دو طرف معادله را پر ۵ (که برابر صفر نیست) تقسیم 
۳ / ۱ 
حد 7 05 - + 2 811 
[۸ 0 
2 هر عددی باشد. می‌تواند برابر با تانژانت زاویه‌ای شود. این زاویه را ۵ می‌نامیم : 


٩11 0 


۵ ]6 < م 
0 05 0 


معادلهٌ ما به‌این صورت درمی‌آید : 


۱ ٩112 0 
511 2 + - 
6 


0 : ۱ 6 
0 0208 <- 2 0 511 :2 0205 ۲ 6۵ 005 ۲ 8112 << - << ۲ ۵5ج 
0 0 


۳۳۳ 


(۰ عو ,۰6050 زیرا اگر » < 60590 آن‌وفت 0 مععنای خود را از دست 
می‌دهد). با تبدیل سمت چپ برابری (بخش بعد - بخش ۳- را در همین کتاب 
ببینید) : 


۱ 6 
511) + ۵( < 0 


قدرمطلق مقدار سینوس. نمی‌تواند از واحد بزرگتر باشد بنابراین 


۲ 


۳ 6 6 
(۴) > 09 2 ج< ۱ > اه و60 - 
. 0 
0 
از طرف دیگر؛ - نب طفان وا 
لي - ی // ۱ نع 
0 ۱ ۱ ٍ 
سسسست حد سس < ب *ووع 
۱۹ ۱ ۵ ۲20۲ + ۱ 
زّ 
بنابراین؛ نابرابری (*) به‌این صورت درمی‌آید : 
۲ ۲ ۲ 
۱ ۱ 3 ۱ 
< او + آم چا اس چا > سس .2 
ان ۵ ۳۹ 


‌##- ۱( ضریب درحه دوم ز‌ مقدار تات معادله ؛ علامت‌های مختلفی دارند ؛ 
زیرا 
(۱ جع وه > ۱(۲ - جع (عو -۱()۱ - و 
و وقتی 6 و » (ضریب درجه دوم و مقدار ثابت)؛ هم‌علامت نباشند؛ معادلهةٌ درجه 
در دو ریش دارد که یکی مستا ۲ دیگری منفی اشتگا: 


( اگر ریشه‌های معادله را ۱ و 1۳ بنامیم : بای داشته باشیم : 


۴7 - ۱ 
۳ ۱ 


ست ۳۲۸ و 


> جچ 2۱:۲ > 2۳ 4 2۷ 


۳۳ 


ات 
#ِ 


پاسخ. ۱ > 10 > 


۱ از بر من ۲ 
جح نت ۳ 


۷۳۹ ۱ مه 
۶ 1 7۱ ۱ 
۹ > ۲2۱۲ - (۷ + 2۱) چ 
۴ | نك 
۳ : 
سس < 2۲ 1 2۱ و ۱- < 2۲۲ قرار می‌دهیم : 
٩ ۳۳‏ ۳1 ۹۳ 
۰+ بسا و »۷۱+ ال 
(7-۱) تن "(۱ - 70) 


و ۳10 


نز ۲ب خلت ۶۱ 


سه‌جمله درجه دوم ۲ + + ۰ ریشه‌های حقیقی ندارد و بنابراین؛ به‌ازای هر 
مقدار 7 علامتی موافق علامت 6 بیدا می‌کند. یعنی هميشه مثبت می‌شود. نامعادله 
جوابی برای ۰1 و درنتیجه برای 7 ندارد. 

پاسخ. نه» ممکن نیست. 

0 الف) اگر ضریب درجه دوم را » و عبارت سمت چپ معادل (*) 
را (2) بنامیم. وقتی (۵)۱ مقداری منفی باشد. هم به‌معنای این است که 
۰ < (2)] دو ريشة حقیقی دارد و هم به این معناست که عدد ۱ بین دو ريشهة 
معادله است. بنابراین برای این‌که داشته باشیم ۲ > ۱ > ۱ (2۱ و 5۲ 
ریشه‌های معادله‌اند) ) باید داشته باشیم : 


۰ > (۱ +۲۸ +ع) ع [مج(۱ )۲ج( ج) ع (۱)ه 
که از آن‌جا به‌دست می‌آید : اج > 17 > ۲-. 


۳۳۵ 


ب) باید داشته پاسیم : ۷ هه ۲ * 5۱ > ۱ چون عدد ۲ بین دو ريشه 
ات پس ‏ > (۲ )۰07 و جون خرد ۱ از دو ریشه کو چکتر رو بیرول دو ریشه) 
اشتتا سن 5 ۳ 01)۱۱. یه این ترلسب ۰ رد این دستگاه می‌رسيم : 

6)۲( > ۰  )7 + ۲()۳(4+۶( > ۰ 
»)۱( < ۰ )70 + ۲()۰ ٩+ ۱( < » 

نامعادله اول این دستگاه به‌صورت ۰ > )۲ + )۳ درمی‌آید که جواب ندارد. 
ريشة دیگر بزرگتر از ۲ نمی شود , 
. ۱( ب4 ثر دیسا داریم : 

۱ ۲ ۱ ۲ 
ی ی 
۶ دوه داي ۱ -آم ودوو‌داج او 
ٍِ: - 
۱۳ ۵ - 
۵ ی 
(۶ + و۵ + ۱()۵۲ س آوو) 


ریشه‌های عبارت‌های درجه دوم صورت و محرح را به‌دست می‌آوریم : 
۰ ,۲ < نو چت ه ۶ + و۵ + 1 وخ وا | حدم 


۳ 1 ۵- < و چ ه < ۱۰۵٩-۱۳‏ + اج 


و به‌پاری یک جدول. علامت‌های عبارت‌های درجه دوم و سپس علامت کسر 
سمت چپ ایرابری را به‌ازای مقدارهای مختلف 5 بیدا می‌کنيم : 

۰ ۱- ۲۷/۴ +۵ ۲ ۲ ۲۱/۳ هی 
2 ۳ 
۳ ۲.۷ 7۳ 05 20 ۳5 را .2 یز کا 
۴ | اسن؛ [ .. یی ۵ نت ع چه و اد ۱ 


۱ سس 


۳۳۶ 


پاسخ. ۲۰/۳ - ۵- > 9 ۲ > 1 > ۳ 
> 2 > ۲۷/۳ + ۱-۵ < 5. 

۲) به‌ترتیب داریم : 

۱ 4 6 ۱+ 6 
‌ ۰ 6ات ۱ ۱ 


۱ 
بل -- ب) بل - ) 


که بافرض 6 2۶ 2؛ می‌توان آن را به این صورت نوشت : 
» < (5 -۱()6 + 0۵2) 


سست چب تابرایری» عبارت درحه دومی امتت با ضریبا در حه دوم 1ا-- و ریشه‌های 
2 و . جواب را باید؛ برای حالت‌های ۰ < 0 ۰ > 6 و ۰ < ۵ به‌طور 
جل| گانه به‌دست آورد. 
۱ ۱ ۱ 
یات اجه حر چا سم و ی آیی ۵ وس ۱ 
پاسخ. برای چ ‏ ه مته؟برای > 3 > 6 و 


برای » < ۸ : » > 3 


مثلغات 


تِ به‌تر تا داریم : 


7 
0 210 ۲ - 121 
۱ ۳ 
رس ۱ | رورس رسمه جه (۰ + ) «ها 


7 ۳ 1 
۱ -- 01 ۵ 


7۳ 
1211 - -- 121 7 


۱ ۲ ۱ ۴ ۱ 1 
نت ت 210 
0 ها +۱ ۱ 


۳۳۷ 


5 9 1 1 ۹ 1۲ 
در وافع دو کمان ۵ + ج و ۵ - چ متمم یکدیگرند: یعنی مجموعی برابر < 
دارند. درشجه 


5۳ 


1 ۳ ۱ | فا ۳ ۸ 1 
2 5 ات 3 ۵ ( - 2 ]20 
۵ د 21 7 


برای محاسبه 3 ت ۳ 5 در آغاز 0 و 0 605 را محاسیه می‌کنيم ؛ 


داریم : 
۱ ۱ ۱ : 
رت 2 بل 05 2 مس حجد سسسسسست. < 0۵ 05 
۷/۵ 0 20۲ +۱ 


انتهای کمان در زیم ضوع و بنابراین کسینوس آن منفی است. 


۱ 


۴۳ 
۰ ۳ 
سس < بل 11و جت مس داب مب ۱ حت م6 
۷/۵ ۵ ۵ 


98 - ۱ < ۵ ۲ «زه 
ن 1 
اکنون 3 - چ) 5 را به‌دست می‌اوریم : 
0 11 وزه + ۱ اد 0( 
ی ی 
( 7 817 + 0 605 ب 605 
۱+ ۳۷/۳ ۲۱ 9 و 
۱ ۳ 


۱ ۱ ۱ 
1 و زاوبه را 2 درحه می‌گيريم. شر درحه بوایر سچ- گراد و 6 بنابراین ؛ بل در سحه 
سا از یک ۲۳ 7 ۱ 7۲ 
برابر سچت گراد است. هر درجه برابر مر رادیان و؛ بنابراین» 2 درجه برابر ح و 


رادیان است. بنا بر فرض مساله؛ باید داشته باشیم : 


۳۳۸ 


۳ شبه یک دستگاه دو معادلهٌ دومجهولی» 2 605 و 2 60۷ را برحسب *17 
و 7 به‌دست می‌آوريم : 


۳ ۲۲ - 172 1 - 171 
۱ 1 121 << ۳ - << ل ,۷0 , 


ون 
70 - 1۲1 


و در رابطه 2 "وج + ۱ قرار می‌دهیم : 


بل 5 
رت ۳ بت ۳۹ 


۱ - ۲۷0۵۲ ۲( -۲(۲)۲۶۸ -7) ج- 


0 510 ۲۵ ومع + به ومع ,۲۵ طژو < (۵ + ,۲6 )518 < ۳۵ 918 
< ۵ ولو ( جزو ۲ - ۱ ۵4 وم ۵ طزه ۲ 


۵ وه ۲ - ۵ 17و 1 0 زو ۳ ۱ 91 ۲ ت- 


از آن‌جا: 0 ۳:۸ + ۵ 0۲و ۴- < ,۳۵ 511. 
به‌همین ترتیب» به‌دست می‌آید: :6090 ۳ - ۵ 605 ۴ < ,۳۵ 608. 
(2 + )۲20 + 2 ۱21 


۱-۵۸ 220+ 2( 
۱2:10 1 ۰۳ 2 


ام + + دا 


لا ۳ 1212 


ب 2 7 - ۱ ۱ 
1282 + 1211 
سس ۱-121 
2 128 121 - ۱ 
2 جع + اجه + (2 مها بو نها - 20۱ ۲2۸ 5 


(2 جدج + زا جها)ه موه - و مها و ها 


۳۳۹ 


که سرانجام به این نتیجه می‌رسیم: 


2 ۲۵۳ 27 12 - 2 طها ۷ (. 7 21 


2 20 2 2 - مها مها مها ۵ 4 > < (2 + ۷ + »)هه 


۵ ۳۳ 


۳ ۱/۸ در سحاه برابر است با - مستح رادیان. . روسن ات کمان‌های ی ۹ 


۳۹ ۳1 
استا. اگر س را 0 ض‌ داریم : 
0 6 310 ۲ < 6090 ۳ - ۵ ومع ۴ ج- ۲۵ «زو < 05۳۵ 
(از نتیجه مسالهٌ ٩۴‏ استفاده کردیم). روشن است که ۰ ۶ 0 دو طرف برابری 
ر بر :۵ 605 تشسیم می‌کنيم : 


 ۵( - ۳ < ۲ 118 0‏ زو - ۴)۱ چب ب زو ۲ ۳ - من آومم ۴ 


و سرانجام؛ به اين معادلهٌ درجه دوم برحسب ۵ 511 می‌رسیم : 


7/۵ + ش_-_ 


۳ 0 10و ج< ه < 6-۱ ولو ۲ د یم آ «زه ۴ 


۱/۸ ات ۲ زاویه‌ای حاده و سیئوس آن مشت سا یععی 


/۵ -۱ 


۱5 ۱۸ ۱ 
۰111 ِ 


شت ۲ ۱ ۲ 
5 هر ده ۲ می‌گبريم. ناد این معادلة دز له سف هي زسیم : 


(۵ «و چ ۳ 
10 7 | - م2 


که با فرضص ۶ < 6 511 دارای دو ريشة مشت است (زیرا حاصل‌ضرب و مجموع 


۱( وج سس 


دو ريشه» مقدارهایی مثبت‌اند). اگر این دو ريشه را 2۱ و 2۲ بنامیم؛ برای ۰2 چهار 


۳۴ 


جواب به‌دست می‌آید که دوبه‌دو فرینه یکدیگرند. اگر این ریشه‌های 2 را ۱تط و 
۷ و درضمن ۲ > ۱ > 9 بگیریم بنابر شرط مساله؛ باید جهار عدد 


۲ وال وانلاس ۲ْ حت 


جملهٌ آخر آن)؛ باید داشته باشیم: 


۳ ۳ 
2 2 چت ۹ و جچت و۳ عد بو چت بو ۱و9 << 19 - 


به این ترتیب در معادلٌ (۱)؛ باید ۵ را طوری بیدا کرد که در آن» یکی از ریشه‌ها؛ 


: برابر ريشه دیگر باشد و درضمن داشته دشیم م < 6 8511. می‌دانيم‎ ٩ 


در هر در برابری» بهجای ۲ مقدارش 42 را فرار می‌دهیم . 


۱ 
۴۰ 


۱ ۱ 
- 1 0 10 سپ ۱2 


مقدار 2۱ را از برابری اول محاسبه می‌کنيم و در برابری دوم فرار می‌دهيم : 


۱ ۳ 
۱ ۱ ۱ 

ات : خد سا تفع ز " 1 ۱ 
۲ 0 811 جخ 7 0 511 ج 2 0 ۳ ۹ 


تنها جواب مثبت را در نظر گرفتيم زیرا ه < 6 511. 


7 1 و ۳ ۱ 
< ۵ 511 به معادلة 


‌ ۳۳ لد آووه و۲ یم وج ۱۱۷ 


۱ 3 ۳ 4 
می‌رسیم که جهار لسسله قازش در سب . 


۳۳ 


0 ۳ -- ۵ ۱ 
نسح ال" سس ۳ 1 سب 


۹۸ 
۲ ۱ ۱ 
6-۳۰۵80٩4٩ -< ۰‏ آوص ۲۵ ج- ۱ < 0 08 د سس 


که از آن نتیجه می‌شود: ۰ < ۳(۲ - 090 ۵) و / 6 608. با قرار دادن 


ی 
مقدار 0 205 ذر بر ابری فر ض !۰ مقدار 1 ]51 ب‌دست می‌آید : ۸ 6 ۰5111 درسجه 


511 )/7۲ - ۵( < 518 ۵, 


از برابری فرضص داریم : 
(0 +0) - ۲ < 4 + ,( +) - ۲ +6 
[(» + ۵) - 6۲]صنع ۰ [(۵ +۵) - 7]جنو < (0 + ع)هنه ( + ۵)هزه 
(» + )10و ( + )زو < 
که همان سمت دوم برایری (۱) است. 
ب‌) )0 سب ۳ وقتی / عددی زوج باشد؛ برایر :۵ 518 و وقتی 6 عددی 
فرد باشده برابری 0 811 - ایک از رابطة ف ررض داریم 6+ 7و 2 با . را عددی 
زوج می‌گیریم. سمت چپ برابری (۱) چنین می‌شود: 
[(0 + 0) + ]له [(ه + ۵) + ما جزه > (0 + ع)هنه (6 + 0)«زو 
(0 + 6)طلو (ع + 0)«[و - 


۳۲ 


به همین ترتیب؛ برای حالت فرد بودن :۸. 


ج) باتوجه به دستورهای (*) و (*+) در متن درس داریم: 


0 0 
وب سب ووج) ۲ 

۲ 210 -- ۱ ۲ ۱ 
سب < 6 605 سسسسسس. < 0 5111 
0 0 

7 مه +۱ ۵۵ +۱ 


بنابراین به‌دست می‌آید : 


0 0 
ء آونج:-۱ ۱ 1 ۲ ۱ 
۳ # 1 6 513 
ان ا هه ۵۵08 +۱ 
21 ۱ ی اد 
۲ ۳ 
0 ۱ 
۱ 7 ۲20 
2 سس سم ۳2 
۲ 


35 ِ‌ 
۳ ۳ 


۰ الف) تابم به‌ازای همه مقدارهای 7 7 معین است (2 ع )۱ 
یعنی وقتی انتهای کمان 7 در دايرة مثلثاتی در دو انتهای قطرهای افقی و فائم نباشد 
(آغاز کمان‌ها؛ نقطهٌ سمت راست قطر افقی است). درواقع؛ تابع مفروض در این 
حالت‌ها معین نیست. 

۱) وقتی 2 1217 معین نباشد؛ یعنی وقتی < + 7 سد و 

۲) وقتی 7 601 معین نباشد؛ یعنی وقتی 7۲ < ؛ 

۳) وقتی داشته باشیم ۰ < 2 60۷ + 2 605 که از آن به‌دست می‌آید : 


سل ۱( 5 05 


اج 81 یا ۵ و و چاه اد 
27 511 


اگر ۰ < 7 605 آن‌گاه 5 + 7 » و اگر ۱- <- 5 50 آن‌گاه : 


بت نت ببه 
۳ ۲ << 2 


۳۳۳ 


۱ رن ی( 


نسست. دامنة تابم عبارت است از با ل, 


۱ ۱ 
ب) تابع مفروض را می‌توان این‌طور نوشت (۳7 7 2): 


3 008 ۱ 2 ان ۱ 9 2 2 ۴ 2 5110 
و ۲ 00 + وم 
7 608 (س +2]۱1 605 
7 811 


7 + ۱ و 2 517 + ۱ همواره مثیت‌اند (در دامنة تابع)۰ زیرا کسینوس و سینوس 
نمی‌توانند از ۱- کوچکتر باشند. بنابراین تابم مفروض. به‌ازای مقدارهایی از ۶ که 
متعلق به دامن آن هستند» همواره مشت است. 


بنابه فرض داریم: ۱ + ۷6 < 2(۰ 6 ). در این صورت 


۱۹ 1 ۱ ۷ ۳۳۹۹ 87 
۱ ۳ 
۳/۳ 7 (۱-+ ۳/۷ ۳۲ ۳۶۰۲ 
۴ ۷ ۴ 
۳ ۱ ۷ مها ۵ 
1 ۵7۲ ِ تِ ۱7 + ۵6۷ ۳ 7 ده بط 
۳ ۱۳ ۷ ۱۴ ۷ 


بنابراین» در عبارت سمت چپ برابری فرض؛ جملهٌ سوم برابر صفر است؛ زیرا 
۱ 9 
(۸ ع ) ه < ۵ ش 09 


برای محاسبة مجموع در جمله اول» دو حالت در نظر می‌گيريم : ۱( علد روج 


باشد. در این صورت 


۳3۳ ۱1۱۳ ۱۱ 
60۵ + سس وم < | - +۳ 05 د - ۲ 0۳0 


۳۳ 


۱۳۹ 9 ۱ 
رح د ۲ مکمل یکدیگرند؛ یعنی مجموعی برابر 7 دارند؛ بنابراین مجموع 


کسینوس‌های آن‌ها برابر صفر است). 
۲) اگر / عددی فرد باشد: 


۳7 ۱۱7 چا 2 هد ۸ 
2 مس ولا سح وس 23 | سس )بت | تست بت ۱ 
۴ 205 ۴ 05 ‌ 7 5) ۱۴ 17 ۹05 


یادداشت. وقتی در تقسیم عدد 7 بر ۰۷ باقی‌مانده‌ای برایر ۳ یا ۴ به‌دست آید؛ 
باز هم مساله درست است. خودتان در دو حالت ۳ + ۷6 < 7 و ۴ +۷4 <- 1 
آزمایش کنید. 


۲ الف) کمان كِ در یک دور دایرةٌ مثلثاتی (یعنی وقتی داشته باشیم : 


۲7 ك > ۰)۰ این کمان‌ها را اختبار می‌کند : 


۲ ۵۰ ۳7۲ ۳2۳ 
سسد از 


۳11 
٩۳ 9۵۷ ٩ 7 ۱۳ : ۳ 


پاسیخ. ٌ و 7/۳ 
ب) راهنمایی. 0 را در دو حالت زوج و فرد در نظر بگیرید و در هر حالت 
کمان‌های از صفر تا ۲7 را بیدا کنید. 
1 
انتخ, با و۱ 
۳ عبارتِ مستقل از 2 یعنی عبارتی که به 2 بستگی نداشته باشد. داریم : 


۳ 


< و وم ط 2 "وه 


< (2 "وم + 2 "طاو)2 "وی 2 اوزو ۳ - ۲( آومم + 2 جزو) < 


۲ ۳ 


2 "وم 2 زو ۲ - ۲(ه ومع + ۵ طزو) ع< 2 "ومع + 2 ۲ ٩11‏ 


۱ 5 
۳3 وزه < بت 1 <- ۲ دنه ؟) ۱-۳ < 2609 ۵(ع)۳ - ۱ 


۱ 
| - > 10 ۳ 


۳۴۵ 


بنابراین؛ عبارت مفروض؛ به اپن صورت درمی‌آید : 


س ۳ ی .۱ ع< ۸ 
٩7 ۲ ۸‏ ( ِ ۳ (۱ + ۲7) 
و برای این‌که ۸ به 2 بستگی نداشته باشد باید داشته باشیم : 

س ی وا شیک ۱۳ 
جح 2 18 ۶ 2.۰ ۰7۶ 2 0 

۴۳ اگر در دایرٌ مثلثاتی؛ انتهای راست قطر افقی را. آغاز کمان‌ها در نظر 
قطر افقی و محور 7 بر قطر قائم منطبق باشد. چون در دایرة مثلثاتی؛ طول شعاع 
به عنوال واحد انشخاب می‌شود؛ (2,1) مختصات انتهای هر کمان 0 به‌این صورت 
بیان می‌شود : 

1 < 605 ۵, 1 < 0 

الف) 0 2 7 و 0 511 < لا قرار می‌دهيم؛ در این صورت خط راست 
5 < ۲۸ - ۰ محیط دایرة مثلثاتی را در دو نقطهُ ۸۷ و ۷/۱ قطم می‌کند. اگر ۸4 
آغاز کمان‌ها باشد دو کمان ۸۸۷۲ و ۸۷۱ معرف :0 هستند. 

ب) خط راست 2 1 + 27 محیط دايره مثلثاتی را در دو نقطهٌ ۸۷ و ۲۷۱ 
قطع می‌کند (هر دو نقطهٌ ۷ و 7۱[ در ربع اول دايرهٌ مثلثانی وافع‌اند). کمان‌های 
۷ و ۸4۸/۷۱ هعرف کمان 0 هستند. 

در هر دو حالت الف) و ب)» شکل را رسم کنید. 

۰۵ ۱ . داریم : 

9(۲ «له + » صنع) + (اومی + »ومع) 
+ واومع ۵ ۵۵ع)۲ + (۵ "صزو + ۵ آومی) +( آوزو + آومع) < 


! د ! - ۲ د ج ۲60۵ - ۲ < (0 - 605)06 ۲ - ۲ < (۵ 518 ۵ 18و + 


۳۳۶ 


۶ اگر (/ + ,510)6 را باز کنيم و همهٌ جمله‌ها را به‌سمت چپ نابرابری 
منتقل کنبم» به این نابرابری می‌رسیم : 
۰ > (۱ - 06 0)609 طه + (۱ - ۵6056 و 


۵ و / زاویه‌هایی حاده و مثبت‌اند؛ بنابراین ۵ 517 و 0 517 مثبت و ۱ - 605۸0 
و ۱ - 6 605 مقدارهایی منفی‌اند (,0 605 و 605/0 از ۱ کوجکترند). بنابراین 
تابرابری همواره برقرار است. 
این نابرابری» تنها در حالت » ع< 7 يا » << ,۰۵ به برابری تبدیل می‌شود. 
۷ الف) باتوجه به دستورهای 


۵ ۱-20۲ 0 12,17 ۲ ۱ 
تسس سس ۲6:22 و()66: :سس سسه. 102 511 
۵ ۲ 20+ ۱ ۵ 20۲ لد ۱ 


روشن است که با در دست داشتن مقدار ,0 ۰27 برای ۲۵۷ 511 ,۲۵ ۰605 تنها 


یک مقدار به‌دست می‌آید. 
0 0 ۲ 


۳ 
2 


ب) باتوجه به دستور ‏ ۱ < ۲۵ ۰۲2۳ با در دست داشتن مقدار 
2,11 سب 


۵ ۰127 دو مقدار برای :0۵ 1217 به‌دست می‌آید و باتوجه به دستورهای <- ۵ "605 
۷۰ 0 ۲21 
۲ و ۷ 
0 128 ۱4 0 137 4 ۱ 
دو مقدار قرینه برای :۵ 511 و ۵ 605 پیدا می‌شود. بنابراین؛ وقتی ۲۵ 1211 معلوم 


سح ال ی یا در اخشار داستن مقدار 0 21 


باشد» چهار جواب دوبه‌دو فرینه برای ۵ 517 و چهار جواب دوبه‌دو قرینه برای 
:0 605 به‌دست می‌آید. 

یادداشت. دايرة مثلثاتی را رسم کنید و کمان ۸۷ را به‌عنوان ۲۵ در نظر 
نکنام روشن است؛ افر ۷/0 را ادامه دهید تا محیط دایره را در 1۷۱ فطع کند » 
ثاناانت کمان ۸۸۶۱ با تائژانت کمان ۸4۷6 برابر می‌شود. بنابراین با در دست داشتن 
مقدار ۲۵ ۰27 دو کمان ۸۷ و ۸۷۱ به‌دست می‌آید. اکنون آزمايش کنید» برای 


0 چهار کمان به‌دست می‌آید که سینوس‌ها و کسینوس‌های آن‌ها؛ دوبه‌دو قرینه‌اند. 


۳۳۷ 


۸ با به‌فرض داریم: ۵ < 6 ۵۴ + 1280 و ۵0 > ۵ ۵12۴ ۰28 1 
را محاسبه می‌کنيم : 
+ (0 هو عم + 6 وی طذع) ع ۷ 
+ (۵0 صاع ۵ صلو > ۵ دم ۵ ومع )( ۵0 صو ۵ وم + ۵ و6۵ ,۵ ط91)ع0 1 
< ۲( هه ۵ نو 0 وم ۵ و0ع)۵+ 
< (۵0 ط42 + ۵ ججع)ه + (8 جع + مهه)]0 آوی ه آومه - 
[۵0(۲ «هه ۵ ج2+ - ۵)۱ + (0 مدا ه مها -۱۰) ۷ 
[6(۲ - ۵/۱ +( -۱) ۵ - 6] ۱ تتسد مود 
(۵ اجه ۱4( "جع +۱4) 
۳ ( 0 و ی 7 تٍ_ 
۱ ده ه اجه + ۵ اجه +۵ ها 
۱ +۲۵ ۱+ تا _ 
۱+ 4+۵۲ (۲۵ - آه) 


۹ با استفاده از معادله اول؛ معادله دوم را تبدیل می‌کنيم : 


مت 
سسسد 


۲ < 9 - اه چ ۵ < 60۰2 ۲۲۵۵۵ - ۲( آامی + 2 "ظ2) 
۱۱ شر ول ۱ ۳ ۵ به‌معنای آن اسست که مخرج کسر سمت راست مخالف 
۵ ۲ وه + ؟(۵ وم 4 ع) < د و دم ۲۵ + ۱ 
این عبارت؛ نها وقتی می‌تواند برابر صفر شود که ۵ 518 و 6۵ 605 + 06 به‌طور 


برای این‌که 6 605 + ۵ به‌ازای ۲ < ۵ برابر صفر شود باید ۵ برایر ۱ پا ۱- 


۳۴۸ 


درست ۱ بنابراین تناسب مفر رضص مساله را می‌توان به هر برسی که مجاز باشد 


۲ ۱ ۱ 11 ۰ 
بلیل کرد. می‌دانيم؛ برای تناسب : و 


17 ۲ ۲ 7 - 
۰+ 4 ۰-6 


0 0 -- ۲ م 0 ۲ + ۲۵۲ 
0 605 ۲0 4 ۲ هنن ۲۵ د ۲۵۸۲ 


 - ۱‏ 6050 + »6 
وو ۵ وی + 


یک بار دیگر؛ از همین گونه تبدیل تناسب استشاده می‌کنيم ؛ بهترتیب به‌دست می‌آید : 


8 6 ۱ + 6۵9۵ ۱-۵6050۰04 8 6۵5 + 6 
0 6 ۱ - وم ده ووم ۵ ۱ بووی 0 
(0 6089 +۱()۱4 + 6) (۸0 605 --0-۱()۱) - 
6090۵ - ۵-۱()۱)- (ووی ۱۱4+ ) 


زک( ۱-6080 ,06 605 - ۱ 


6 - ۱ 0و +۱ وعصی ۱ 
10 ۲ ۳ ۲ 
11 51 
3 ۲ ۲ 
1 که ۲ 0 ۱ 
۹ 0 0 ۲ -_ آووح ۲ 
۳ 1 


(۱) ۵ ع< 0 510 وی - 6 وم ۶ صلو به عد ۵ طله 2 وزو د و وی 2 وم 


۳۳۹ 


اگر دور طرف معادلة اول دستگاه (۱) ر در 0 5110 و دور طرف معادلة دوم آن ر در 
0 ضرب و؛ سپس دو معادله را با هم جمم کنیم» به‌دست می‌آید : 

(۲( 0 0 + 8 «1و ۵ < (8 - ,609)6 28 511 

به‌همین ترتیب معادلهٌ اول دستگاه (۱) را ۵ 605 و معادلة دوم آن را در 0 811 - 
ضرب و؛ سیس ؛ دو معادله را چمم می‌کنيم : 

(۳) ۵ رو 9 050 ۰ < (0 - :605)6 25 605 

از معادلهةٌ (۲) مقدار 7 511 و از معادلهٌ (۰)۳ مقدار 6052 را محاسبه می‌کنيم و 


مجموع مجذورهای آن‌ها را پرابر ۱ قرار می‌دهیم. 
پاستخ. (8 - )هه ۲۵۵ - 9۲ + آه < (0 -6087)6. 
۲ .باید بین معادله‌های این دستگاه ما را حذف کنیم : 


۱ ب 609 7۰ << (۳۵ - 605)۵ | 
م آوژو 7 < (۳۵ - )وه 


دو طرف معادلهٌ اول این دستگاه را در 605۳۵ و دو طرف معادلة دوم آن را در 
۵ 511 ضرب و؛ سپس در معادله را از هم کم می‌کنيم : 

۲ 18و (۳۵ - 918)0 - ۳ وم (۳۵ - ,605)6 

(م۳ جنوب هه - م۵۶۳۲ م ومه)7 -< 
از آنجا (۳۵ طزو م "زو - ۳۵ دص "و0ع)7 < ۵ 605. 
از طرف دیگر می‌دانيم (متاله ۷۲ وا سشد: 
مه 511 ۴ دی "وزه ۴- - م۳ «[و ی تِ ب 605 ۴ < ۲۵ 605 

این مقدارها را در رابطه‌ای که برای :۵ 605 به‌دست آوردیم قرار می‌دهیم : 
(۲ (ص توص + ص ۳۹۵ -(م 5 + ما زو ۴۳۰ < 0 605 


۳ ۵ ۵ 


از مجموع مجذورهای دستگاه ۱( دهد ست می‌آید : 
۱ ۶ ۶ 
(۳( سب < هم ومع + ما ٩10‏ 


فعافلة (۲) وق وان ان طور توشف: 


( وم + م "جله)ي "وم م آجزه ۳ - (ص "وی + ص ۲ «زو) 
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ه "و0 م ۲ و. 


از آن‌جا 
۳۳ 


اکنون می‌توانیم م "وی + مب ؟ جزه را محاسبه کنیم : 


ما 6057 م "جزو ۲ - "(م وی دم "طزه) عم وی + ص ۲ زو 
۲+ (۱- )۲ 4 
۳0 ۳0 
که اگر مقدارهای ص "ومع + ي "طلو و مب وی + ص زو را در برابری (۲) قرار 


دهیم؛ جواب مساله به‌دست می‌آید : 


وتا 
2 0 6205 
17 
۷ با" ۱ 
7 < ۵ و بنابراین ‏ < 6 517 و > < 6 605 سینوس و 
کسینوس ۸ را محاسبه می‌کنيم 
سس ۲ ۱۵ ۱ ۱ ۲ 
۷/۵ وم ات 1 << ______ او 
بت :۷ ۱ 
۱۵ 
۱ ۱ ۱۵ ۱ 
۱ ۳3 ۲ 
جح وولو اس سح سس ۱ وا تحت ۱ 
: بو مر 05 0 518 


۳۵ ۱ 


بنابراین (0 + 510)06 قابل محاسبه است : 


9 18و »6 ومع + 9 وم ۵ صزو > (0 + ٩8)6‏ 


۴ _ ۱ ۷۴ ۷/18 ,۱ _ 
۸ .۲۷ ان 


6 17 و 8 511 را به‌دست می‌آوريم : 


0 "ومع ۱/۱ < 0 511 ‌ < 6 آوم - ۷۱ << 6 518 
< 1 57 وم + 0 6605 ط5 < (0 + 5116 

۱ ۷/۲ +۷۳ ۷۲ ۷۶-۱ ۳ 
۴ ۲۷۳ ۰۸ ۲۷ ۲ 


بینید) : 


2 8 هه جح 2 ۲2 ۳ معا ۳ ۵ ع (2 + + )2 
2 121 2 1۱2 - 2 صقا بز ججا - را 20 ۵ ها ۱ 7 


چون ۰ < 67 ۰120 اگر مجموع 2 + + 2 برابر مضربی از 7 باشد. عبارت 
صورت کسر سمت راست برابری؛ مساوی صفر می‌شود : 

2 مه راجها جع ع و جدج) + اججا 4 2 جع ج> ۲ < 2 ۷4 +4 8 
مثلا جون یوج مت زاو یه مثلت برابر ۱/۸۰ در ححه است ؛ بنابراین در هر مثلث 


مجموع تانژانت‌های سه زاویه؛ برابر است با حاصل‌ضرب آن‌ها. 
3 7 
سد هي یاو سس الق سم( سا 22 * 


۱۵ ۶ 


۳۵ 


به‌دست می‌اید 7 < 2 + 1 + 2. مجموع سه کمان - + ها 6 و جک + - 0 
هس ی 
۳۹ 0 ده 

۵ + 21 < / می‌گيريم و برابری فرض را برحسب ‏ منظم می‌کنيم. 
داریم : 
۲1 ۱-7 
0۱ < سس 605۰ 6 511 - 
0 0 
< وم ۵ ۲۶18 + ومع (۱-۳) - 6096 (۱4+۲) 


5 41 ۰ 


۰ < (089 - 60906) - 6۵99۰1 ۵ هو ۲ + ۵(۷۲ دم + 0 و0ع) 


مبین این معادلهةٌ درجه دوم را محاسبه می‌کنيم : 


۳ 


۱ ۳ ۳ ۲ ۲ 
< (۵ "وه - 0/۱ "605 - 6 5  <‏ اوه - آوصی +( "وم ع آ جلو ع ۸ 


۵ موه "وی < (9 آوی - ۵)۱ "ومع < ا آومع ۵ وم - ۵ آومم - 
و بنابراین ریشه‌های معادله جنین اند: 


0 0 2 6 60۵8 06 8110 - 
وم 1 6 068 
يب ظ ری رب (6 - 91210 (۵ + 810)60 - 
ات 190 2 8 090 ۱ 2 5 
این جواب‌ها: باشرط » < 609 + 0 605 به‌دست می‌آیند. در حالت + 6 605 


و 


۱ 
ه < 6 605 داریم : 00 - << 608۷ وج بت << ] 
۱۹ رجا وت کیی جون 5 > + > ۰ پس ه < 1و 
3 ۱ ۰ ۱-۶۳ ۱ 
۳ 1 سر سس 
رل گسد ۶ و 


۳۵۳ 


نابرابری به‌ازای 1 < 2 به برابری نبدیل می‌شود و به‌ازای سایر مقدارهای 7 در باز؛ 
7۲ ه) برقرار تا 


۲ 

27 
2,10 ت [ 

1 9 

۳( و ٩ج‏ ىا ۳ 

1 وج لد ۱ 
1 

بنابراین 
17 
ان - ۱ ۵ 
: ۲ سب 3 2 1۳۳ 
3 > "29 - ۱ 


آه +۷۱ و < و ج ۰ <۱- ۲۵۷ + ۲ 

برای حالت‌های مختلف؛ کافی است انتهای کمان 2 را در یک دور دایرةٌ مثلثاتی در 
نظر بگيريم. درضمن ۳ج 2 و و ج تا 7 21 معنی داشته باشد و ۲ عد 2 
نا - 


11 7 
نا طسب ست تن خی 


3 3۳ 
6۴۰ 4۱/۱4 »0 ع< ز ره < (3-3) ها و 


ی ی 
۲ اگر 7 > 2 > > آذوفت > - چ > درنتیجه 


:۲ + 2-0-۷۱ لا ,ه > ۷ 


وم ۳ چ 7۳ سب 1 1 ‌ 
۴ اگر > > 2 > 7 اوقت -- > »> - ج. > 7 - و درنتیجه 


2-0-۱ و ,۰ > ۷ 


۳۴ 


۲7۲ ۰. 7۳ ۰ ۳ 


۳ 
7 


۱ 1 1 
۲ اگر ۲۴ > 8 > سر آن‌وقت س > 


۲ ۲ ۲ 


و 4 6 <- 1 ,ه < 1 


۸ الف) جون ۱ > »0 > ۰ و ۱ > 0 > ۰. می‌توان فرض کرد: 


و درتیجه 


اوه > ۵ ره «زو ک 6 


در اپن صورت؛ نابرابری چنین می‌شود : 
ولو + ۵ صزو > ۵ 15و ۵ ومع 4 0 608 ۵ 511 
که اگر همه جمله‌ها را به سمت راست نابرابری منتقل کنیم : 
» < (۵ ومع - 0)۱ 510 + (80 605 ۵/۱ ٩18‏ 
که درستی آن روشن است (6 5180 و 0 518 مثبت‌اند و 6050 و 605 از ۱ 
بزرگتر نیستند). خودتان مشخص کنید؛ در چه حالت‌هایی. نابرابری به برابری تبدیل 


ب‌( 0۵ << 7 و 0 20 1 می‌گيريم . درضمن باتوجه به شرط مساله 
ی > ۵ > ه و > 0 > ۰. نابرابری به‌این صورت درمی‌آید : 


۳ ۲ > (0 + )2۵ ج ۰۷۳+ ۲ > ۸ + به مه 


0۵۵۸ ۱-20 
باتوجه به شرط‌هایی که برای ۵ و 0 داریم؛ به‌دست می‌آید : 


۵7 
۲+۴ > (۵ + م)صها > ۰ چد خ > ۵ + > ۰ 


اسب رازه 


۹ مي‌دانيم سل < ۱۸۰ 0«( (مسالٌ ۹۶ را ببینید). برای محاسبة 


۲ از دستور 0 ۲ 5178 ۲ - ۱ < ۲۵ 05) استفاده می‌کنيم : 


۱+ (اح8 


۱ )-2۱- ۱۸ آوزه 2-۱-۲ ۳۶۲ 05 


۳ 


۳ ۵ ۵ 


هِ۱۳. . درسسی کی این نابرابری روشن است: 


اد کر س ی بت و۳ ۷اسب «ر 
۷7-0۲2 608 -- ۷ در و زو ۶ 


بنبراین۰ باتوجه به معادلهٌ اول باید داشته باشیم : 


7 9110 ۶ 
6۵8۲۵ د ۷ 


در معادلةٌ دوم به‌جای ۳2 510 مقدارش را برحسب 2 918 قرار می‌دهیم : 


(2 طزه ۴ - 2 وزو ۴ 4 ۵/۴ < ۸ - 2 52 ۳۵ 


ان کی ۲ 
که از آن‌جا بهدست می‌آید حت ع « آووزو. سیئوس سن از ۱ کمتر و از ۱ 


9 
۴+۱ 
6-۱ وه > لگ ور > (کت) جهء اد > ۱ 


۲ 
(1 0 7 


معادلهٌ اول وفتی جواب دارد که داشته باشیم اب 2 1 معادلة دوم وفتی جواب دارد 
که داشته باشیم : ۱- > 6. بنایراین دو معادله وقتی می‌توانند جواب مشترک داشته 
باشند که داشته باشیم ۱- <- ». آیا به‌ازای این مقدار ۰6 معادله‌ها ريشة مشتری 


دارند؟ آزمایش می‌کنيم . به‌ازای ۱-- < » معادله اول به این صورت درمی‌آید : 


+ 27 5110 ۶ جت ه < ۸۷ +4 ۲ و۵ د 2 زو ۶ 


۳ ۳2 - ۶ آ وزو بت و چت ۷+( ۲ وزه ۲ ت ۹ 


و این معادله» تنها وفتی جواب دارد که داشته باشیم : ات ات 7[ 


۳ 


معادلهة دوم به‌ازای ۱- < 6 به‌صورت ۱- - 25 518 درمی‌آید؛ یعنی 


.511۲ 1 - -۱ 


۳۵۶ 


پاسخ. دو معادله به‌ازای ۱- < 2 دارای ریشه‌های مشترک هستند : 
7 
۲/۲ < ۶ 
۱ جملهٌ ۵ ۲ 510 ۵ ۲ را یک‌بار از 8 605۲ + ۵ 605۲ کم و یک‌بار 
به آن اضافه می‌کنيم. 
ده از "هه ه آوی + 2 ۲ جلوه آومی - 8 آوم + به "ومع 
9 تصنوه دی + (0 ۲ صزه ۱ +4 (8 "جنو و آومم - 6 605) ۳ 
۱ +(۵ "وم - ۵00۱ اطع - (0 "له ۵۱ دمم < 
۱+ 6 ۵518۲ ۲ طزه - 8 آومم ۵ "و6۵ < 
۱ + (0 زو ه جه +4 ۵ ومع ۵ ومع)( ۵0 طلو ۵ ولو 8 و60 ب۵ ومع) << 
۱+ (0- 60506 (80 + 605)0 < 
این مقدار؛ باید برابر 771 باسد: 
چد 7 < ۱ + (0 - 605/0( + 605)6 
7۲-۱ ع< (0 - ۵9)0۵ (6 4 ۵5)۵ع چد 
۲ با تجزیهٌ 2 "وم + 2 "دزی معادله به این صورت درمی‌آید : 
ِ۱ 
:۰ زو عص < (2 "ومع + وومی 2 وه > 2 صنو)(2 ومع + 2 طو) 
۷ 
۲ ۲ ۱ : ۱۸ 0( ۱ بر وا 
[و - | ۲ ]1و - - 2 09 1 27 51۳ 
۳2 ۲ 
دو طرف معادله را مجذور می‌کنيم : 
۵ ۲ زو ۲ < (۲۶ ۴10 - ۲۶ "هزه +4 ۲2()۴ وه + ۱) 
که سرانجام به این صورت درمی‌اید : 


مه - ۴ 4 ۲۶ ۲ وزو ۵ ۲ ۲ زو 


۳۵۷ 


۱ ات ۲2 وق در معادله صدق می‌کند ؛ بنابراین عبارت سمت چپ برابری بر 


۱ - ۲2 517 بخش‌پذیر است: 
» < (۴ - ۲2 «[۴۵ - ۲۵ "جزو)(۱ - ۲۵ طزو) 
که از آن‌جا به‌دست می‌آید : 
(۷/۲ - ۲۱ < ۲۵ 510 ,۱ < ۲۶ وزه 


(جواب (۲/+ + ۲۱ < ۲2 510 قابل‌قبول نیست» زیرا سیئوس نمی‌تواند از ۱ 
بزرگتر باشد). 
ربب هچ فا ال و و وس ار 
پاسخ. ۴ 4 چا < و ۲ را افو .و ۲ ۳ +4 7۲ <- ۱2 6 را 
زاوية حاده مثبتی گرفته‌ايم که برای آن داشته باشیم (۱ - ۲6/۲ < ,۲۵ طه. 
۳ راه‌حل اول. بنابه فرضص مساله داریم : 


(۵0 ۵)۲-۵۵5 صلو ع ۵ هزو ۵ وی جچ به صلو ۲ ع< 0 طذو ۵ ومد وی ۵ زو 


0 مثبت و کوچکتر از ۱ است» بس 8 51۳ :0 605 کوچکتر از ۸0 518 است و 


درتیجه 


۵ > (0 6۵8 - ۲ ).۵ ۲و 
از طرف دیگر جرل و 05/0 ۳ ۰ پس 1 ۶ 60 - ۲ بنابراین 
۵ «ذو > (0 608 - ۵/۲ 518 > ۵ 518 


0 و 8 زاویه‌هایی مثبت و حاده‌اند. وفتی 8 58 > » طی آذوقت ۸ > ب۵. 
را‌حل تی: دایره‌ای با قطر ید طول ۲ واحل دار نظر می‌گبریم (دايرة مثلثاتی ؛ 


نی تس 


6 < ۸۸0 ,ه < ۸۸۷ 


۳۵۸ 


و روشن است که در مثلث‌های فائم‌الزاوی ی ۸۸ و ۸۸6 داریم 
٩18 6 24۱ 811 ۸ 6‏ 
می‌دانيم؛ سینوس یک کمان حاده برابر است با نصف وتر کمان دو برابر ال؛ ٍ 
0 < (80 + 518)6 


باتوجه به مثلث )۸۸ : 
چ> ۸4| - || < || 


بو وزو > ه طزو ‏ ه ولو ۲ ع ۵ وو - (0 + )هلو ح< 6 5۱0 << 


۵ ط5 < 0 518 بنابراین :۵ < /. 
۱ ۰ 0 
۴ چولد 7" 8 << 0 605 - ۰۱ 70 < ۵ 511 و 


۰ < ج وزی بعد از ساده کردن دو طرف نابرابری به ۶ «زه ۲ به‌دست می‌آید : 


۱ ۳۸0 0 1 
( ۷ ) | - عم ۱4 > > او 


۲ 


۳ 0 . ۲ ۲/ 
- - 5 وزو ک و تما < 5 ومه < 2 مه بنابری م نابرابری (*) 


۳ ۵ ٩ 


آنالیز ترکیبی 


۵ برای مجموع دو جمله اول داریم: 
ا(۱ +6) - (۱ + )1۱ اج ۰ + ایا 
که اگر آن را با جملهٌ سوم در نظر بگیریم: 
< ((۱ + )(۱ + ) + !(۱ + 1) 
(۷ +) < ۷ +/۱(۱ + - 
اگر به‌همین ترتیب جلو برویم؛ سرانجام به اين مجموع می‌رسیم : 
ام > ۱(۱۰۶ -) < ۱(۱ -)(۱ - ع) + ۱(۱ - ) 


یت 


می‌کنیم "نی سین ما ِ ۲ 9۰.۰.۰ را قرار 
دهیم ؛ جمله‌های پشت سرهم مجموع ب‌دست می‌آید) : 


تب +39 
[(۲ +64+۱(8)+(84+۱)+ ۱ ۲ (۲ +۸)+۱(۱ + )+ او 
۱ ۲ ۲ 7 +7 


ات 


(۲ +76 (۲ +8۵4 (۴ +۴۸4 + )۱ج 
ی 


 )+۲( )+۱(۲ )+ ۲(‏ 
بنابراین» مجموع 1 به‌این صورت درمی‌آید : 


۳۶ 


۷ بین عددهای از ۱ تا ۰۱۰ ۲ عدد مضرب ۵ وجود دارد؛ در همه 
فاصله‌های ۰ علد پشت‌سرهم بعدی هم دو عدد مضرب ۵ وجود دارد؛ به‌جز در 
فاصله‌های از ۲۱ تا ۰۳۰ از ۴۱ تا ۰۵۰.از ۷۱ تا ۸۰ و غبره که در آن‌ها یکی از 
عددهای بخش‌پدیر بر ۵؛ درضمن بر ۵۲ بخش‌پذیر است (۰۲۵ ۰۵۰ ۷۵ و غیره). 
01 حاصل‌ضرب 7 عدد پشت‌سرهم از ۱ تا 7 است. چون 7 بر ۵ بخش‌پذیر 
ئیست؛ باید عدد طبیعی را طوری انتخاب کنیم که؛ حاصل‌ضرب عددهای از ۱ 
تا *» بر *۵۲ بخش‌پذیر و بر ۵۲۳ بخش‌ناپذیر باشد. اگر ۸۰  <‏ بگيريم در 
حاصل‌ضرب عددهای از ۱ تا ۰۸۰ به تعداد ۱۶ - ۲ « ۸ عدد مضرب ۵ وجود 
دارد؛ ولی سه‌تا از این علدها مضرب "۵ هستند. بنابراین !۸۰ بر ۵۲۳ بخش‌پذیر و 
بر ۵۲ بخش‌نابذیر است. روشن است. اگر 7 را برابر یکی از عددهای ۰۸۱ ۰۸۲ 


۳ یا ۸۳ بگيريم. باز هم به همین نتیجه می‌رسیم. 
پاسخ. 0 می‌تواند برابر یکی از عددهای ۰۸۰ ۰۸۱ ۰۸۲ ۸۳ یا ۸۴ باشد. 


۸ الف) مساله را در ذهن خود؛ اندکی تغییر می‌دهیم : با رقم‌های ۱ ۰۲ 
۳ ۲ و ۰۵ چند عدد می‌توان ساخت که در آن‌ها رقم تکراری وجود نداشته باشد و 
درضمن» رقم سمت چپ هر عدد برابر ۲ باشد. 

وقتی رقم سمت چپ عدد ۳ باشد» در سمت راست آن؛ ۲ رقم وجود دارد که 


به 2 طریق می‌توان آن‌ها را نوشت: 
۲ تب 

تعداد همه عددهای پنج‌رقمی براپر است با 
بالط اه اس ره 

بنابراین؛ تعداد عددهای بنج‌رقمی که با ۳ آغاز نمی‌شوند برابر است با 
۶ ح- ۲۳ - ۱۲۵ 


۳۶۱ 


ب) پاسخ. ۱۱۴. 

۹ الف) اگر تعداد عضوهای مجموعه را 7 بگيريم؛ باید داشته باشیم 
۰ < !7. از آن‌جا که ۱۰۰۰ > ۷۲۰ < !۶ بنابراین مجموعه باید دست‌کم 
۷ عضو داشته باشد. 

ب) پاسخ. مجموعه نمی‌تواند بیش از ۵ا عضو داشته باشد. 

۰ به دو نکته توجه کنیم: ۱) چون هر زوج باید روبه‌روی هم باشند» 
یک زن و شوهر نمی‌توانند در یک سمت میز رستوران بنشینند؛ ۲) وقتی آرایش یک 
سمت میز معلوم باشد؛ به خودی خود. آرایش سمت دیگر میز هم مشخص می‌شود. 

به این ترتیب برای یک سمت میز» ۴ حالت وجود دارد: ۳ مرد. ۳ زن» ۲ مرد 
و یک زن. ۲ زن و ۱ مرد. برای هر حالت به تعداد !۳ یعنی ۶ طريق نشستن وجود 
دارد و برای ۴ حالت ۴ < ۰۶ یعنی ۲۴ طریق. ولی هریک از این ۲۴ وضع نشستن 
را می‌توان به سمت دیگر میز منتقل کرد. 

پاسخ. به ۳۸ طریق مختلف. 


۱ با پنج رقم می‌توان به تعداد !۰۵ یعنی ۱۲۰ عدد نوشت. ولی در این‌جا؛ 
رقم ِ نمی تو اند در سمت جب علثد باشد؛ زیرا در این صورت عددی جهاررقمی 
یهد سبتا می‌آید. وفتی ۵9 ر رقم سمت چپ علشد فرضص ت چهار رقم سمت راست 
آن را؛ به تعداد ۴۱ یعلی ۲۳ طریق می‌توان نوشت. بنابراین؛ به تعداد ۲۴ -- ۰۱۲۰ 


یعنی ٩۶‏ عدد پنج‌رقمی خواهیم داشت.. 


او 


۲ با استفاده از دسترر سب << ور داریم : 


۱ 11 
_ ی ۳ ۷ بر 
5 اه (7-7) 0۹ 


1۳1 ۱ با ۲ 


۳۶۳ 


۳ . مسال منجر به حل این معادله می‌سود : 


ساده می‌کنيم. به‌دست می‌آید : 


17)11 - ۱( 


» د ٩4۹۰‏ ۱۹ - وه چ ۱۸ < + 
ها - 1 


که دو جواب برای 1 به‌دست می‌آید : ٩‏ < 1۱ و ۱۰ < 7۲. هر دو جواب قابل 
قبول‌اند (آزمایش کنید!). 

۴ در نمودارها واحد محور 1 را کوچکتر از واحد محور 2 "2 گرفته‌ايم. 
در هر سه حالت» نمودار شامل نقطه‌هایی جدا از هم (نقطه‌های منفرد) است. هیچ 
قطه‌ای از نمونازهاه روی محور 9/8 تست ولی نر خر سه لمودار» نقطة (1 ,5 ) 
روی محور ۷/1 است. نمودار تابع با ضابطه #) < لا دارای محور تقارن است 
(خط راست ۲ -- 2. متقارن بودن این نمودار» ناشی از برابری 3۳۳۳ < رر) 
است). تابم #) به‌ازای ۲ < 5 به بیشترین مقدار خود برابر ۰۶ و به‌ازای ۰ <- 8 
و ۴ < ۰2 به کمترین مقدار خود برابر ۱ می‌رسد. این سه نمودار در شکل هه 
داده شده است. 

۵ ) )۰ پعنی همه ترکیب‌های «7تایی از بین 7جیز. فرض کنید این 
جیز ۰0۱ ۰0۲ ۱0۳ ...۰ مب باشند. ترکیب‌های *77تایی از این 1 جیز را به 
دو گروه بخش می‌کنيم: بخش اول. آن‌هایی که شامل 6۱ هستند. درواقع در این 
گروه» ترکیب‌هایی قرار دارند که اگر از آن‌ها 2۱ را کنار بگذاريم؛ به ترکیب‌های 
(۱ - 7)تایی از (۱ - ) عنصر ۰0۲ ۰۵۳ ...۰ ,0 می‌رسيم یعنی تعداد آن‌ها 
برابر است با وین ۲ در بخش دوم؛ گروهی از ترکیب‌های 72تایی قرار دارند که 
از بين (۱ - ) عنصر ۰۵۲ ۰0۳ ...۰ بت انتخاب شده‌اند؛ یعنی تعداد آن‌ها برابر 


۳ 


بر 9ج ۲۱ 
- ما ما ما اس سس ۰۰ |۴6 ۲ ۱ ۱ 
ا ا 
۱ اًّ 
۱ ۱ 1 
۱ 1 1 
1 ۱ 
۱ ۱ ۱ ۱ سس سا ]۱۷ 
۱ 1 [ 
۱ ۱ 
۱ ۱ ۱ 
۱ ما اس مت مت بت - ]| ۱ 0 ۳ 
۱ ۱ ود ی ردب ۱ ۱ ۱ 
۱ ۱ ۱ ۱ 8 
پا ۲ ۱ 0 ۳ ۲ 

۲۳۳ 
هب ۳ ِ ۷ 


است. با ۲ درشجه» باید داشته باشیم : 
و 0 
را محاسبه می‌کنيم : 
۱ ۱(۲ - 7) .)۱۳۳۲ ۳ 
۱(۲ ۱۱0-۵ ا(ه2 - ۱(۱۵ - 7۵) ِ! ۱ 


772!) - 70( 


۳۶۴ 


«م _ 10 0( -) ِ_ 
5 ( ۱20۳ ار 

۲ مجموعه‌ای را در نظر بگیرید که دارای 7 عضو است. مي‌دانيم تعداد 
زیرمجموعه‌های این مجموعه. برابر است با ۲۳ (مناكٌ» حل مسالهٌ ۳۸ از جلد اول 
اریاضیات محاسیه‌ای» را در صفحه ۲۴۱ بسنید). 

از طرف دیگر. می‌توان تعداد زیرمجموعه‌های این مجموعه را. به این ترتیب 
محاسبه کرد : 

زیرمجموعه نهی که می‌توان تعداد آن را با بر) نشان داد» زیرا ۱ -- )؛ 

زیرمجموعه‌های یک‌عضوی که می‌توان تعداد آن‌ها را با () نشان داد» زیرا 
# ات 0 

زیرمجموعه‌هایی که» هرکدام شامل دو عضوند: 9 

زیرمجموعه‌های سه‌عضوی : ۳)؛ 


به‌این ترنیب؛ به‌دست می‌آید 
ی راب 2 

۶ سه کتاب را از بین ده کتاب. می‌توان به ,۱/) طریق مختلف جدا کرد. 
انتخاب پنج مجله از بین هشت مجلهٌ موجود؛ ره و طریق ممکن است. از آن‌جا 
که می‌توان؛ هر انشخاب کتاب را با هر انتخاب مجله در نظر گرفت: تعداد روش‌های 
مختلف آماده کردن امانت بستی » برایر است با 


۳۹ اه ۱ 
۱ 5 ۰ ۳ 
۲ سب « سپ - 0۲.۰0۶ 


۳۷ اگر به دستور خ ۳:0۲ توجه کنیم؛ داریم : 


۳ 16 سب :2ب ۲ _ 3-۲ ۱ تج 
0 08 رده لماع ای رن - امن 


۳۶ ۵ 


بنابرلین : معادلة مان به این ضورت فرمی‌آید؛ 


۱۰۳۳ یط 0۳9 


که در آن ۱۰ < ۰2 عددی است درست و مثبت. می‌دانیم ۱ 3 به سمت 


- ۱۰۲۴ < و0 ...+0 + و0 + 0 


مقدار اسیزیستا تسا معادله برایر است با ۳ (برابری 1 ر در مساله ۱۳۵ مسخیل ): 
پنابراین 


و چام ۷۱۳ ب ۷ 


۸ یک ردیف چهارتایی از گلوله‌ها راء به سه گونه می‌توان درست کرد : 
۱) در هر ردیف چهارنایی؛ ۱ گلولهةٌ سیاه وجود داشته باشد؛ 
۲ در هر ردیف چهارتایی ۲ کلولهٌ سیاه قرار گیرد؛ 
۳) در هر ردیف چهارنایی» ۳ گلولهٌ سیاه داشته باشیم. 
در گونه ۰۱ در هر ردیف. همه گلوله‌ها با هم فرق دارند. بنابراین؛ تعداد 
این گونه ردیف‌ها؛ برابر با :2 (تعداد تبدیل‌ها پا جای‌گشت‌های ۴ گلوله)؛ یعنی ۲۴ ؛ 
تعداد ردیف‌های گونهٌ ۲) را محاسبه می‌کنيم. برای به‌دست آوردن جنین ردیفی » 
در آغاز باید دوجا را برای گلوله‌های سیاه انتخاب کرد که به ۴/)» پعنی به ۶ طریق 
ممکن است. سپس باید دو جای باقی‌مانده را با ۲ گلوله از ۳ گلولهٌ دیگر پر کرد 
و این کار را. به 4۲ یعنی به ۶ طریق می‌توان انجام داد. به این ترتیب؛ تعداد 
هب ردف‌های کل ۲) ان ع ی یمن .من گنود 
به همین ترئیب» تعداد ردیف‌های گونهٌ ۳) را می‌توان به‌دست آورد. این تعداد 
برابر است با 


60 ۰ ۸( < ۴ ۷ ۳ - ۲ 


۳۶۶ 


پاسخ. ۷۲ ردیف متفاوت. 

۹ دو حالت در نظر می‌گیریم: ۱) وقتی رقم سمت چپ عدد فرد باشد؛ 
1 وقتی رقم سمت چپ عدد. زو باشد. 

در حالت ۰)۱ چون ۵ رقم فرد وجود دارد (۰۱ ۰۳ ۰۵ ۷ و ۰)٩‏ بنابراین به ۵ 
طریق می‌توان رقم سمت چپ را برگزید. رقم فرد دوم را باید در یکی از سه مرتبه 
دیگر قرار داد. ۵ عدد فرد وجود دارد و برای هرکدام از آن‌ها ۳ انتخاب» پس روی 
هم برای رقم فرد دوم ۱۵ امکان گزینش وجود دارد. هریک از مرتبه‌های باقی‌مانده 
را به ۵ طریق می‌توان با یک رقم زوج پر کرد (تعداد رقم‌های زوج برابر ۵ است : ۰۰ 
1 ۴:۲ و ۸ بنابراین؛ تعداد همه عددهای چهاررقمی که از سمت چپ با رقم 


ود آغاز شوند وء روی‌هم؛ دو رفم فرد و دو رقم زوج داشته باشند؛ برابر است با 
آ۵ ۳۰۷ ۵ ۵۲ ۱۵۷ ۷ ۵ 


به همین ترتیب می‌توان تعداد عددهای جهاررقمی حالت ۲) را محاسبه کرد. تنها 
تفاوتی که بین این حالت و حالت قبل وجود دارد» این است که رقم سمت جب 
نمی‌تواند برابر صفر باشد» یعنی رقم سمت چپ را ننها به ۴ طریق می‌توان برگزید. 
به این ترتیب» تعداد عددهای چهاررقمی که از سمت چپ با رقم زوج آغاز شوند و. 


درضمن ‏ شامل دو رقم زوج و دو رفم فرد باستد؛ برابر است با 
۵۲ ۷ ۱۲ - ۵ ۵ ۷ ۱۵ ۴۱۷ 


درسجه ؛ تعداد همه عددهای دورقمی که دو رقم روج و دو رقم فرد داشته باشند 


۷۵ 2 ۵ ۷ ۲۷ < (۴ 4 ۵) ۵ ۳۷ ع ۵ ۱۲ + ۳۵۲ 


۱ اگر به رکه ساده‌ای نو سجه کنیم؛ حل این مسباله بسباز سباذه هپی سود ؛ رف 


نحوی که هیچ نیازی به رابطه یا دستور پیدا نمی‌کنيم: اگر مجموع رقم‌های عددی 


۳۹۶۷ 


فرد باشد؛ با اضافه کردن یک واحد مجموع رقم‌های آن زوج می‌شود؛ همچنین؛ 
با اضافه کردن یک واحد به عددی که مجموع رقم‌های آن زوج است؛ عددی با 
مجموع رقم‌های فرد ال تسیا ف ون یعبی ۰ مجمی) رقم‌های عددها یک درمیان روج 
و فرد است. روی‌هم ۵ ۰ عدد شش‌رقمی داریم (از ۱۰۰۰۰۰ تا ۹۹۹۹۹۹ 


بنابراین تعداد عددهای شش‌رقمی که مجموع رقم‌های آن‌ها فرد است» برابر است با 


و و ۵ ۴۵۵ ح- ۲ ۰ وه و و و ٩‏ 


۱. اگر و مهر؛ٌ سفید را در یک ردیف بچینبم (۱ - ۲) محل در بین آن‌ها 
و ۲ محل در دو سمت آن‌ها؛ یعنی روی‌هم (۱ ۰۲ ) محل برای جا دادن 4 مهرة 
سیاه وجود دارد. و روشن است که اين کار را؛ به ,بر طریق می‌توان انجام داد. 

۲ هر نقطٌ برخورد دو قطرء متناظر با ۴ راس ۱۰ضلعی است. بنابراین؛ 
تعداد نقطه‌های برخورد قطرهاء برابر است با تعداد انشخاب‌های چهار راس از بین 
ده راس؛ یعنی 


اه ۱ 
حت ار نوت ۱۲۱ 
۲ 7 و7 2 ۲۱۰ 


پاسخ. اگر در دضلعی کوژ» هیچ سه قطری از یک نقطه نگذرند فطرها در 
۰ نقطه متمایز یکدیگر را قطم می‌کنند. 

۳ روی هر ضلع مربع باید ۴ نقطه برگزید نا هر ضلع. به ۵ بخش تقسیم 
شود. دو حالت در نظر می‌گیریم : 

۱) وقتی که سه راس مثلث» روی سه ضلم جداكانهةٌ مربع باشند؛ 

۲) وقتی که دو راس مثلث روی یک ضلم و راس سوم ری ضلم دیگری از 
مربع باشد. 

در حالت ۰)۱ در آغاز باید سه ضلعی را برگزید که راس‌های مثلث روی آن‌ها 
قرار دارند. این انتخاب را به ۴ < +) طریق می‌توان انجام داد. بعد باید یک نقطه 
از چهار نقطهُ تقسیم را روی هر ضلع برگزید. چون انتخاب هر راس مستقل است؛ 


۳۶ ۸ 


یعنی به انتخاب دو راس دیگر بستگی ندارد» روی هم به تعداد ۴۳ طریق مختلف 
می‌توان راس‌ها را روی سه ضلع انتخابی برگزید. به این ترتیب؛ در حالت ۰)۱ به 
تعداد ۴۳ < ۰۴ یعنی ۴۳ مثلث مختلف می‌توان ساخت. 

در حالت ۲) در آغاز باید ضلعی را برگزید که دو راس مثلث روی آن قرار 
دارد (۴ امکان). در مرحلهٌ دوم باید روی ضلعی که برگزیده‌ایم» ۲ نقطه از ۴ 
نقطه را در نظر بگیریم (۴/) امکان). در مرحلهٌ سوم باید یک ضلم دیگر را برای 
راس سوم انتخاب کنیم (۳ امکان) و سرانجام در مرحله چهارم؛ باید یک نقطه از 
۴ نقطه روی اين ضلع را در نظر بگیريم (۴ امکان). هیچ‌کدام از اين انتخاب‌ها به 
دیگری بستگی ندارد» یعنی انتخاب‌ها مستقل از یکدیگرند. به این ترتیب» در حالت 
۲ روی‌هم ۴۸6/۲ انتخاب مختلف به‌دست می‌آید. 


پاسخ. با نقطه‌های تقسیم وافع بر ضلم‌های مربع؛ می‌توان روی‌هم. به تعداد 
۴ - ۴۸0۲ + ۴۲ 


۴. .الف) پاسخ. ۵۶ < ). 

ب) دو زن را می‌توان به ۴/) طریق و یک مرد را به ۴ طریق برگزید. بنابراین؛ 
در این حالت» ۲۴ < ی ۴ راه برای انتخاب گروه وجود دارد. 

3 در گروه باید نمایندهٌ سه خانواده از جهار خانواده وجود داشته باشد (6 
امکان) . 

پاسخ. ۳۲ < ۲ ۲ ۷ر). 

۵ . شش نمونه را از بین ده نمونه تس ار طریق می‌توان انتخاب کرد : 


!۱ 
سم ,)00 


۳۶۹ 


این تعداد انتخاب‌های ممکن است. از بین ۷ نمونهٌ سالم کالا» به ۷) طریق 
می‌توان ۴ نمونةٌ سالم و از بین ۳ نمونهٌ نافص» به ۳/) طریق می‌توان ۲ نموه 
ناقص انتخاب کرد. هریک از انتخاب‌های نمونه‌های ناقص؛ می‌تواند همراه با یکی 
از انتخاب‌های نمونه‌های سالم باشد. بنابراین؛ به 6۲ * رب طریق می‌توان ۶ نمونة 
کالا انتخاب کرد که دو ثمونهٌ آن ناقص باشد. 


۵ 2 ۳۵۳ -< 60 ۷ 0۳ 
اين» تعداد احتمال‌های مساعد است. بنابراین؛ احتمال مطلوب؛ برابر است با 
۱ ۱ ۱ 
(۵۰درصد) 7 ۲۱۰ : ۱۰۵ 


۳ بسن ۳۶ مهره» به 2 طریق می‌تو ان ۲ مهره انتخاب گرد. رو ۴ مین 
از این ۳۶ مهره. عدد ۱ نوشته شده است که به ۲ طریق می‌توان پکی از آن‌ها را 
انتخاب کرد. همچنین ۰ سر ۳ مهر ة باقی‌ماندة؛ و طریق برای انتخاب دو مهر ة 
۱۷( ۰ 17۳ 
ممکرن وحود دارد ۳ احتمال مطلوت برابر است با 


ی 
۷۷۸ ۸ ه و و کر 
۱۷۸۹۵ ۴ ۳۵ ۷ ۳۶ 0 
۳ مد ۳۲ 


پاسخ. به‌تفریب ۲۸ درصد. 

۷ الف) تعداد بیش‌آمدهای ممکن» برابر است با تعداد روش‌هایی که 
می‌توان ۶ گلوله را از بین ۱۰ گلوله انتخاب کرد؛ یعنی ,۲/). 

پیش‌آمد مساعد. وقتی رخ می‌دهد که یک گلوله از این شش گلوله انتخابی؛ 
با شمارة ۱ باشد و؛ بنابراین؛ پنج گلوله دیگر» باید شماره‌های دیگر داشته باشند. 
تعداد این پیش‌آمدهای مساعد برابر است با تعداد ترکیب‌های پنج‌تایی از بین ٩‏ چیز؛ 


۰6/٩ یه‌ئی‎ 


۳۷ 


بنایراین» برای اين‌که» یکی از این شش گلرله دارای شمارة ۱ باشد؛ برابر است 


: ۱۵۰۸۲۷ ۳۲۲۶ _ 4 .. 
7 ۲۳۲(" 
دارند. بنابراین تعداد بیش‌آمدهای مساعد برابر است با 6 و احتمال مطلوب چنین 
اس 
۱ ۲ ۳۹۷۱۳۹۵۷ ۸۳۷۰۶۵ م6 
۳ج ۱۵۸۱۷ ۴۳۱۲ 5 


لا 


پاسخ. وقتی ۶ گلرله از ۱۰ گلوله را به تصادف انتخاب کنیم؛ احتمال وجود 
عدد ۱ در بین آن‌ها ه #درصد و احتمال وجود عددهای ۱ و ۰۲ به‌تقریب ۲ درصد 


ِ 


تفا 

۸. الف) تعداد پیش‌آمدهای ممکن ۲ گلوله از ۵ گلوله برابر است با /). 
می‌خواهیم بین ۲ گلولك انتخابی؛ یکی قرمز و دیگری سفید باشد. از ۲ گلولهة سفید 
به تعداد !6 حالت می‌تواند یک گلولةٌ سفید بیاید و از بین ۳ گلولة قرمز» در ۴) 
حالت» یک گلولةٌ قرمز به‌دست می‌آید.. پس تعداد پیش‌آمدهای مساعد برابر است 


| 0( و 
0۳ 
(۰ #درصد) مک ی 5 
0۵ 
ایس سس کیربت 
وا ۳ 
۸ 


ج( احتمال آپن که تنها یک کلوله فرمز ساید ؛ برایر ه در صد ژّ احتمال این که 
هر دو گلوله قرمز باشند. ۳۰ درصد است. بنابراین احتمال این‌که» دست‌کم یکی از 


۳۷ 


گلولهها قرمز باشد (یعنی یا یک گلوله و یا هردو گلوله فرمز باشند) برابر است با 
۰ <- ۳۰ د و۶ 


2 حالت» برای این‌که هیچ کدام از پیش‌آمدهاء رخ ندهد. (7) حالت؛ 
برای این‌که؛ تنها یکی از آن‌ها رخ دهد؛ ۲) حالت برای رخ‌داد دوتا از پیش‌آمدها؛ 
تفت حالت برای رخ دادن سه‌تا از آن‌ها؛ و سرانجام نو حالت برای این‌که هر ۴ 
پیش‌آمد رخ دهند. بنابراین؛ تعداد پیش‌آمدهای ممکن برایر است با 

۵ج ۲ 0 000( 

۱۵۰ ۸:۲-4 را پیش‌آمدی می‌گيريم که در آن» از ۳ گلولٌ انتخابی؛ ۶ گلوله 
سفید و (۶- ۳) گلوله سیاه باشد. روشن است که چهار حالت وجود دارد: . ۰۸۳ 
۱ ۲ و ۰۸4۰۳ 

چون به ردیف گلوله‌ها علاقه‌ای نداریم تعداد پیش‌آمدهای ممکن » می‌تواند؛ 
هر نرکیب سه‌تایی از ۱۵ گلوله باشد؛ یعنی م۲/). پیش‌آمد ,۸۳ به تعداد ,0۳ 
حالت» از بیش‌آمدهای ممکن را دربر می‌گیرد (برداشتن ۳ گلوله از ۱۰ گلولةٌ سفید). 
پیش‌آمد ۸4۸۲۱ در 0۲,0۵ حالت پیش‌آمد ۸۱,۲ در 0۱,0 حالت و؛ سرانجام؛ 
پیش‌آمد ۸۰,۳ در 601 حالت؛ رخ می‌دهد. احتمال هریک از اين پیش‌آمدها چنین 


ای .۰ 
1 0 
#۳ و بلج سب حت لس حت مر 
ّ 1 ۳ (۳,۰ 4 
۱۵ 
با مات ور 
و 7 ات کی 7 4۲۱۸ از 
۱ 0 
اقا ارس و < (4۱,۲) 
)6 
۳ 
۵ ۸ یج سب سیب م- (2)۸4۰,۳ 
و 


۳۷۲ 


بنابراین؛ احتمال بیشتر این است که دو گُلولهٌ سفید و یک گلول سیاه بیاید. 


بُردار و محاسبه برداری 

۵ بل این سریف: نا اندلزای ما را داز اشعال مر کنده زیرا مردانهاش 
برابر»» درواقم چیزی جز ایک بردار» نیست (درست مثل «عددهای برابر» که به معنای 
ایک عدد» است). در حالی که دو باره‌خط راست جهت‌دار برابر: ممکن است یکی 
نباشند. به همین مناسبت» در این تعریف باید» دست‌کم از وازهٌ «هم‌سنگی؛ به‌جای 
واه «برابری» استفاده کرد. اگر وارهُ «برابری» را به‌کار بریم؛ درواقم دو مفهوم ریاضی 
را با هم مخلوط کرده‌ايم؛ یعنی مفهوم دبرابری» را به‌جای مفهوم «هم‌ارزی؛ گذاشته‌ايم. 
دو عنصر ریاضی را وقتی باید برابر دانست که بر هم منطبق باشند؛ وقتی که یک 
عنصر را دو بار در نظر گرفته باشیم. به همین مناسبت؛ وقتی دو مثلث مثلاً در سه 
ضلم با هم برابر باشند بهتر است از وارة اهم‌نهشتی ا به‌جای وارَهٌ ابرابری» استفاده 
کنیم. هم‌ارزی مفهومی گسترده‌تر از مفهوم برابری است و البته. مفهوم برابری را 
هم دربر می‌گیرد. هم‌ارزی به هر بستگی از عنصرهای ریاضی گفته می‌شود که با این 
سه ویژگی سازگار باشند : 

1. هر عنصری با خودش هم‌ارز است ؛ 

[1. اگر یک عنصر با عنصر دیگری هم‌ارز باشد؛ عنصر دوم هم با عنصر اول 
هم‌ارز است ؛ 

11 اگر عنصری با عنصر دوم و درضمن عنصر دوم با عنصر سوم هم‌ارز 
باشد» عنصر اول هم با عنصر سوم هم‌ارز است. 

مثلاً «تشابه شکل‌های هندسی» در مفهوم هم‌ارزی می‌گنجد. همچنین شکل‌های 
با میناست‌های برایر همارزند: وتتی ساحت یک چهارضامی با مساحت یک لك 
برابر باشد می‌توان از رابطهٌ هم‌ارزی بین دو شکل صحبت کرد در حالی که اين دو 
شکل برابر. یعنی قابل انطابق بر یکدیگر نیستند. پارهخط‌های راست جهت‌دار برابر 


۳۷۳ 


شکل ۵۱ 


را می‌توان هم‌ارز (یا «هم‌سنگ») دانست» زیرا با ویژگی‌های [ تا 111 سازگار است؛ 
ولی برابر خواندن آن‌ها» از نظر منطقی» دقیق نیست. 
همه عنصرهای ریاضی هم‌ارز؛ یک کلاس همارزی را تشکیل می‌دهند. وقتی با 
کسرهای ساده کار می‌کنيم؛ نسبت‌های 
۳۶ ۲۰۰۴۰۰۱۵۰ 
زا فا اه ۳ 
یک کلاس شم‌ارزی را تشکیل می‌دهند و همه آن‌ها معرف یک علد کویا هستند. 
تنها وقتی که برابری 


را بنویسیم به یک برابری واقعی تبدیل می‌شوند. همین وضع دربار؛ برابری مثلث‌ها یا 
شکل‌های دیگر وجود دارد. روشن است که دو شکل ۵۱ یکی نیستند؛ یعنی روی‌هم 
قرار نگرفته‌اند. بنابراین؛ بهتر است دربارةٌ هم‌ارزی آن‌ها صحبت کنیم؛ نه دربارة 
برابری آن‌ها [همان‌طور که گفتیم» در هندسه. شکل‌های قابل انطباق را اهم‌نهشت» 
می‌گویند؛ یعنی می‌توان آن‌ها را «بر هم نهاده. به‌کار بردن اصطلاح «هم‌نهشتی» هیچ 
اشکالی ندارد. «هم‌نهشتی» یک «کلاس هم‌ارزی» است]. ولی معمول شده‌است که در 
هندسه» دو شکل قابل انطباق (هم‌نهشت) راء یک شکل به‌حساب می‌آورند» یعنی 
مثلا واه «چهارضلعی» را برای کلاسی از چهارضلعی‌ها به‌کار می‌برند؛ به نحوی که 
هر دوتا از آن‌ها را بتوان به‌پاری حرکت بر هم منطبق کرد. تنها بعد از این «قرارداد» 


۳۷۳۴ 


است که می‌توان گزاره‌ای از این گونه را آورد که : «مساألهٌ مربوط به ساختن مثلثی که 
از آن. دو ضلع و زاویةٌ بین آن‌ها معلوم باشد جوابی منحصر به‌فرد دارد» (یعنی با 
در دست داشتن طول ضل‌های ۸19 و ۸0 و زاوية ۸4 از مثلث ۰۸0 تنها 
یک مثلث به‌دست می‌آید). وین رشن اسبخاخ آگر واه «مثلث» را به‌معنای اخیر آن 
(که طبق قرارداد؛ پذیرفتیم) نگیریم؛ این گزاره نادرست از آب درمی‌آید. همین درک 
گسترده‌تر از مفهوم امثلث» است که ما را قادر می‌سازد از برابری مثلث‌ها صحبت 
کنیم (ولی اين درک از مفهوم مثلث و آرردن قرار داد لازم برای اين درک: در 
درس‌های دبیرستانی مورد تاکید قرار نمی‌گیرد که؛ البته؛ درست نیست). 

با بارمعط‌های راست جهت‌دار هم باید به همین ترتیب برخورد کرد. پار‌خط‌های 
راست جهت‌داری را که قابل انطباق‌اند» باید «هم‌ارزه (يا اهم‌سنگ؛) به‌حساب آورد 
نه «برابر». ولی اگر همه پاره‌خط‌های راست هم‌جهت و با درازای برابر را در یک 
کلاس قرار دهیم؛ به تعریف بردار به‌عنوان خانواده‌ای از باره‌خط‌های راست جهت‌دار 
می‌رسیم. این برخورد با مفهوم بردار دقیق‌تر از آن است که بردار را+ به‌عنوان «پاره‌خط 
راست جهت‌دار؛ تعریف کنیم. 

۵۷ جون ۰۸-0 پس چهارضلعی 0 ظ۸ متوازی‌الاضلاع است 
(زیرا پاره‌حط‌های راست ۸7 و (1) مساوی و موازی‌اند؛ راس‌های متوازی‌الاضلاع 
را باید به ردیف ) +- ( + و +- ۸4 در نظر گرفت). بنابراین 


+ ولا < ولا ۳ ما وی 2 + پر < وت + م7 


که از آتتطاً بمعستت:می ای ( ۱۴ ,۳-): 

۳ اگر همه بردارها را به‌وسيلهٌ باره‌خط‌های راست جهت‌داری معرفی کنیم 
که از یک نقطهٌ () آغاز شده‌اند. آن‌وفت هر نقطٌ صفحه (که معرف پایان یکی از این 
بردارهاست)؛ متناظر با یک بردار می‌شود. اگر نقطُ 0 را مبداء مختصات بگیریم؛ 
هر نقطه از صفحه. با دو عدد (طول و عرض آن نقطه) مشخص می‌شود. اکنود 
اگر در دو دوجمله‌ای 6 + ۰6۸2 (6,6) را مختصات نقطه‌ای از صفحه فرض کنیم؛ 


۳۷۵ 


دوجمله‌ای 0 + 05 یک بردار را تعریف خواهد کرد. (درواقم؛ پارهخط جهت‌داری 
که نقطهٌ 0 آغاز آن و نقطهٌ (,ه) بایان آن است و خانواده باره‌خط‌های راست 
جهت‌دارٍ معرف بردار را معين می‌کند). مثلاً دوجمله‌ای ۵ - ۲2 یک بردار را نشان 
می‌دهد. زیرا متناظر است با ۲ < 6 و ۵- < و و نقطهٌ (۵-,۲) متناظر با یک 
بردار است. به‌همین ترئیب» بردار 2 متناظر با نقطهٌ (۰ ,۱) و بردار ۴ متناظر با 
قطهٌ (۴ ,۰) است. اگر دوجمله‌ای‌های ۵ + 62 و 6 + اي را با هم جمع کنیم 
دوجمله‌ای 
( 0 +ه) + «(۵ + م) 

بدست می‌آید که معرف بردار ( 0 ک ,0 ه 0( است ؛ یعنی مجموع بردارهای 
(0به) و ( 9 ,/0). 

یادداشت. همین نتیجه را می‌توان دربار؛ سه‌جمله‌ای درجه دوم به‌صورت 
6 + 2+ ون انجام داد. در این‌جا؛ نقطهٌ با مختصات (6 ,ا ,۵) یک نقطهٌ فضایی 
و معرف یک بردار در فضاست. چه دربارة دوجمله‌ای و چه دربار سه‌جمله‌ای؛ 
می‌توان آن‌ها را با هم جمع و یا در عددی ضرب کرد؛ یعنی مجموع دو یا چند 
بردار یا حاصل‌ضرب یک بردار در یک عدد را به‌دست آورد. در ریاضیات وقتی با 
کمیت‌هایی سروکار داشته باشیم که بتوان؛ آن‌ها را؛ با هم جمم و یا در عددی ضرب 
کرد می‌گویند با فضای برداری سروکار داریم. 

مجموعه همه دوجمله‌ای‌های به‌صورت نز + ۰03 یک فضای برداری دوئعدی 
و مجموعهٌ همه سه‌جمله‌ای‌های به‌صورت 6 + 2 4 آ وم بی فضای برداری 
سه‌بعدی را تعریف می‌کنند. در حالت کلی؛ مجموعةٌ هم چندجمله‌ای‌های به‌صورت 


ط ۱ هط ون ورن 


معرف یک فضای برداری #بعدی است. 
۵۲ در شکل ۰۵۲ الف به روشی دیده می‌شود : 


- ه| > |ط| - ها 


۳۷۶ 


زیرا در هر مثلث» تفاضل طول‌های دو ضلم. از طول ضلم سوم کوچکتر است. 
علامت برآبری وقتی برقرار است که 2 و «ا هم‌راستا و هم‌جهت باشند. 

در شکل ۵ اب نج ء درستی نابرابری ۱۳ + ۵ ک ۱ 2 نشان داده شده 
امستا. باز هم علامت برابری رفتی برقرار است. که در بردار؛ هم‌راستا ‌ هم جهت 
باشند. حالت‌های دیگر را خودتان روی شکل نشان دهید. 


یاذذاشت. سر حالت کلی ۴ برای ۷ بردار ؛ این نابرابری شمش برقرار امتح : 
اجو| + ...+ اع| + |۱2۲7 + ]ها > اه + ...1 2۳ + 2۲ + ,ها 


۵ اگر از راس ) موازی 30 رسم کنیم تا امتداد ۸ را در "1 
فطم کند (شکل و( جهارضلعی رل )۲ متوازی‌الاضلاع می‌ شود و داریم : 


۸0 + 8-۸0 + 0۳-۸ (۱ 


۳۷۳۷ 


شکل ۴ شکل ۵۵ 
در همان متوازی‌الاضلاع 13010 داریم : 1۳ 0-10 8. بنابراین 
)۲( 0۳-۲ + 36-۸ + ۸ 
از مقايسة برابری‌های (۱) و (۲) نتبجه می‌شود: 
0 + ۸و + ۸0 
۶ همه‌چیز روی شکل ۰۵۴ به‌روشنی دیده می‌شود. 


* 20۸ + 08-01-00 - 

,06-16 ح 0- ۷ 

» 200 + 0۸-07-80 - 08, 
0 0 4 0 - 0 (0 


۷ باتوجه به متوازی‌الاضلاع 36017 (شکل ۵۵) داریم: 
06-0 ساٍ- و 


۳۷۸ 


ولی 2۸ - 6۱6 (لفطة 0 محل برخورد میائفها است» بتابراین ذاریم: 
0۸ |۱۸ درنتیجه 6۸| < |6/۷). بنابراین 


مک ی ام ۳ کم 


عکس قضیه هم درست است. فرض کنیم برای نقطهٌ 7) واقم در دورن مثلث 
0 داشته باشیم : 


۱۱( + وی + 
مجموع 60 + 8 راء با قانون منوازی‌الاضلاع پیدا می‌کنيم: 
06-1 + 6 
بنابراین باتوجه.به (۱) به‌دست می‌آید : 
۸ - --60 


یعنی بردارهای 27 ۳ 0۸ دو بردار متقابل‌اند» بنابراین ۸ و 6 و ۸۷ روی 
یک خط راست‌اند؛ درضمن. این خط راست؛ ضلع 0 را نصف می‌کند (در 
متوازی‌الاضلاع ۰3۷/067 قطرها یکدیگر را نصف می‌کنند) ؛ یعنی میان؛ ۸4۸4 از 
نقطةٌ 6 می‌گذرد. به همین ترتیب؛ ابت می‌شود؛ میانه‌های "0 و "6/0 هم از 
عبور می‌کنند. یعنی ۰67 نقطٌ برخورد میانه‌ها و گرانیگاه مثلث است. 
#یادداشت. نقطهٌ برخورد میانه‌های مثلث را مرکز هندسی مثلث هم می‌گویند. 
به‌طور کلی؛ نقطة 7 را مرکز هندسی دستگاه نقطه‌های ۰۸۱ ۰.۰۰۰۸۲ م4 گویند؛ 


وقتی که برای آن‌ها داشته باشیم : 


ار سل  .‏ عل 04 سل 27 


درضمن؛ اگر [ نقطهٌ دلخواهی از صفحه (یا فضا) باشد می‌نوان ثابت کرد: 
(04 ...+ 0۸۷ + 2104 <06 
این برابری برداری را؛ برای سه نقطهٌ ۸ تا و ) و نقطةٌ 0 واقع در صفحد )۸3 
تایت کنید» یعنی اگر و) نقطه برخورد میانه‌های مثلث ۸۸۳0۲ و () نقطه دلخواهی 
از صفحً مثلث باشد ثابت کند: 
(00 + 01 +0۸)ج 06 
۸ نقطة برخورد قطرهای متوازی‌الاضلاع را ) می‌نامیم. در این صورت 
داریم : 
هب + 0۸ - 08-08 + ۸8-۸0 
بِ۳7 ۰ _ و () سس ما نو 


ت۷۹ ب‌ نت را نت ([ ()<(] 6 


۷ سل ئِ () بت (] ()--(] ۸ 


۱۵٩‏ فرض کل ۸4۱ وسط باره‌خط راست ۸4 ناشد. اگر نقطه دلخواه را 
در نظر بگیریم بردارهای 0۸ ۴ 0 مجموعی برابر بردار 01 خواهند داست 
( 0۸4/1 متوازی‌الاضلاع است). پس (شکل ۵۶) : 


(01 + 2)04 -0۸ 
به همین ترتیب به‌دست می‌آیند 
,(0 + 00 <,06 ,(00 + 2)08 ,08 
0۸۵ + 3018 ,08 ,(0 + 0 ,09 


۳۸۵ 


شکل ۵۶ . 

نقله‌های ,۰/۸ ۱ 6۱: ۱ و 2۱ وه بارین. پرارهای ۸۱ 08۱ 
00 09۱ و 012 معلو‌اند؛ باید بردارهای مجهول 0۸ 0 00 
27 را پیدا کرد. در واقم اکن از _ اين پنج بردار مجهول را پیدا کنیم 
برای رسم پنجضلعی کافی است» فرض کنید 0۸ و درنتیجه نقطهٌ ۸ به‌دست آمده 
باشد ؛ چون ۸۱ وسط باره‌حط راست ۸41 و ۱ وسط باره‌خط راست 77۸4 است 
اگر از ۸ به ۸۱ و ۱ وصل کنیم. اولی را به اندازةُ |۸4۸۸۸۸ و دومی را به اندازء 
| امتداد دهیم. به نقطه‌های 1 و نّ می‌رسیم و به‌همین ترتیب» راس‌های 
دیگر پنج‌ضلعی به‌دست می‌آید. 

برابری‌های برداری که پیدا کردیم؛ پنج معادلة پنج‌مجهولی (برای مجهول‌های 
۸ ۰0 06 0 0 تشکیل می‌دهند. دو طرف معادله‌های دوم و 
چهارم را تییر علامت می‌دهیم و سپس پنج معادله را با هم جمع می‌کنيم؛ بهدست 
می‌اید. 


(.. بو0 جبه0 0۵ و0 0 0۵ 


به باری برابری ۴ بردار ثر () را می‌تو ان ساعت که » از آن‌جا؛ تقطه ر رگن از 
تست پنج‌ضلعی ) و سسن ؛ باد در دست داشتن ۰۸4 چهار راس دیگر آن به‌دست 


5 ۲ . ذوزنقة (] 0 ۸۸ را در نظر می‌گيريم و فرض می‌کنیم امتداد ساق‌های 
و 10 در نقطهٌ ۷۲ به هم رسیده باشند (شکل ۵۷). 7 را وسط قاعدة 196 


۳۸ 


۲ 1 ر وس قاعده (۸ می‌گیریم. داریم : 
(0۱ .۰ ۸/0 +۸/- >/۸ ,(۸/۵ + )> ۸/8 
(هنوز نمی‌دانیم خط‌های راست ۸۲7 و ۷ روی‌هم واقع‌اند یا جدا از 
یکدیگرند) 
خط‌های راست (۸ و ۶ با هم موازی‌اند. بنابراین 


۱۸۸! _ ۱۵۱ _ , 
۸/8۱ ۵۱ 


(: عددی است حقیقی و بزرگتر از واحد). یعنی می‌توان نوشت : 
۲ ۸۲ ,۸ ۷ ۸۸ 
بنابراین؛ برای بردار 133 در برابری (۰)۱ به‌دست می‌آید: 
۸20 + 2 /1 
اگر این برابری را با برابری مربوط به 5 در (۱) مقایسه کنیم» معلوم 
می‌شود که بردارهای ۸/17 و ۸۱۲/7 در یک راستا هستند؛ ولی از آن‌جا که 


آغاز این دو بردار مشترک است» نتیجه می‌گيريم کب نقطه‌های ۷ و ۶ و 


۳۸۲ 


۳ پاسخ. الف) بردارهای 2 و ح هم‌راستا تیستند» زیرا خر این 
۱ , 6۱ 

حالت داریم : ۲ ح ۳ ب) 2 و 9 دو بردار هم‌راستا هستند» ولی بردار 
» با آن‌ها هم‌راستا تست ؟ ج‌( بردارهای 3 و ۲ و ع هم‌راستا نییان 

و ۳ ۷ مرکز #ضلعی منتظم را (( می‌نامیم و به‌عنو ال ملاع مختصات 
انتخاب می‌کنيم. در این صورت» شعاع‌های برداری راس‌های 11ضلعی؛ به‌این 
صورت فابل تجزیه‌اند : 
1 0 و اقا ع] گر 
ی 3 1-۲ 7 ۰۷ - ۸۷۲ () 


اب 


۲ وس ول ۸ () 


که در آن‌ها؛ (۷۱ ,۸۱2۱ (۷۲ ۰۲/۷۱ ۰۰۰۰ (جلا ومت۸۸)2 راس‌های 
#ضلعی و و و 7 بردارهای واحد روی محورها هستند. ولی مجموع 
این شعاع‌های برداری برابر بردار صفر است. درواقم؛ اگر تعداد راس‌های 
عضلعی» عددی ژوج باشد: دربه‌دوی راس‌ها سبت به مرکز «ضلعی فرب 
یکدیگرند و بنابراین» مجموع شعاع‌های برداری آن‌ها برابر بردار صفر می‌شود. 
ولی اگر تعداد راس‌های #ضلعی» عددی فرد باشد یکی از محورهای تقارن 
ضلعی را در نظر می‌گيريم (اين محور تقارن از یک راس و وسط ضلم 
روبه‌روی به آن می‌گذرد). یکی از شعاع‌های پرداری در امتداد این محور فرار 
دارد و بقیه» دوبه‌دو نسبت به این محور؛ قرینةُ یکدیگرند. بنابراین» مجموع 
همه آل‌ها» به‌صورت برداری درمی‌آید که در امتداد این محور است. ولی 
#ضلعی منتظم (وقتی ۰7 عددی فرد باشد) دارای 7 محور تقارن است؛ 
یعنی مجموع شعاع‌های برداری راس‌ها باید در امتداد هریک از این محورهای 
تقارن قرار گیرد. و اين؛ تنها وفتی ممکن است که این مجموع؛ برابر بردار 
صفر باشد. به این ترتیب» باید داشته باشیم: 


0 


۳۹۳ 


و اين برابری تنها وقتی برقرار است که 
پرلا + ... ط ۲( + ولا وه 2 بلط ۲ اه 


اکنون اگر خط راستی را که از مرکز تضلعی می‌گذرد؛ به‌عنوان محور 212 (یا ) 
انتخاب کنیم؛ درستی حکم مساله؛ از برابری آخیر نتبجه می‌شود. 
۳. (۸)1 را یک منوازی‌الاضلاع می‌گیريم و فرض می‌کنيم : 


در این صورت داریم : 


۱ ۱ ۱ هت ب ۲ . وت 
,۲ + ۲۵9 + "و - ۲( +م) > (90 + ۸) < ۸0 


وس سه ۲ 
+ طع۲ - آه < "(ط - ه) < 02(۲ + 0ق) ج وق 
از آن‌جا 


- ۲۱۳(۲ + |۲۵ - ۱۲ ۶ ۳+۱ ۱۸0 
| ۱۵0+ دار مق +۲ ماع 


و چون طول مجذور هر بردار با مجذور طول آن برابر است؛ به‌دست می‌آید : 
۱۵۸+ ۱0۵۱۲ + ۱8۵۱۲ + ۸8۱۲ ع ۱89۱۲ + ۱۵0۱۲ 


۴ ۰ <۸ 2 <) و 0 <۸4 و میاند‌های مثلث را ۰۸۸۱ 
۱ و اناا 6 می‌نامیج. دز این هبو رات 


ثثِ۷ 4 6 4 تا بٍ زا 4 , ۸ ۸ 


۱ بت ۱ ات 
7 وا جح وین ت۳۷ + وج - و نز 


۳۸۴ 


که از مجموغ آن‌ها؛ نتیجه می‌شود: 
+ ره +ع) - ,06 +۱8۱۳ + ۲[ ,۵۸| 
۳ ارم + ) + ۲( + و)+ 
9۰۵ +۵۰۰ +ط.ه) +( + او + ام ِ 
(۰۵ ۰۵ 6 را درازای بردارهای ۰9 ح و > گرفته‌ایم) . ما می‌دانیم : 
< 6 +4 9 + 8 
(چرا؟). درنتیجه 
4۵۰6٩4 0۰ 6( < 0‏ ۲/۵۸۰ + 6 + 0۲+ آم 


ی از ۲و اجا یس ۰6 8۰641 4 2۰ . از آل‌جا 


۵ ۱ 
اد رال ث ۱60۱|۲۳ + ۲ 8۱| + ۸۸۱۱۲ 
ار ۷ ی ار رو ۳ ۱ 
( ء + ود 1 ( "ع + و + 0( 
۱ ۱ ‌ 
در هر مثلت ‏ مور مجذورهای طول‌های میسن مان برابر است ۳ ۴ مجمی 
مجذورهای طول‌های سه ضلع. 


۱۶۵ بر 6 را سیر آقاز ار | در نظر می‌گیریم و برای سادکی 
کار ؛ بردارهای 0۸ 0 06 و 0 ۳ با ۸ 9 0 ۳ نشان می‌دهیم . 


برابری فرض. به این صورت درمی‌آید : 
( - ) - ۲( - ) < (8 - 0) - (۸ - 60) 


۳۸ ۵ 


که پس از باز کردن برانتز ها به‌دست می‌آید : 


برابری اخیر را می‌نوان ساده‌ثر نوشت : 
۰ 0 ۰ 8۸ ۰ - (00 - 0۸06 - 08) 


ماتریس 2 دتر مینان 

۶ درواقع داریم: ۱ ۸ ۰ ِ با و3 ار 
نقطه‌های ۸ و ۰ عرض‌های دارند؛ 291 بارخحط 7 موازی محور 
3 2 است. نقطه‌های ) و (1 هم عرض‌های برابر دارند. بنابراین پاره‌خط راست 
(1) هم با 22 موازی است. از این‌جا نتیجه می‌شود؛ ۸ و (1)» دو ضلم 
روبه‌رو در چهارضلعی (۸0/1 موازی 27*2 و. درنتیجه. با هم موازی‌اند. به‌همین 
ترتیب» روشن می‌شود که» ضلع‌های (۸1 و 96 با محور 1 و. درنتیجه با هم 
موازی‌اند؛ یعنی چهارضاعی ۸4010 یک مستطیل است. در این مستطیل» طول 
ضلع ۸1 برابر ۴ و طول ضلم )2 هم برابر ۴ است (چرا؟)؛ و اگر در یک 
مستطیل» دو ضلع مجاور؛ طولی برابر داشته باشند. به معنای آن است که با یک 
مریم سروکار داریم. 

پاسخ. چهارضلعی (۸):1 مربعی است با ضلع‌های موازی محورهای 


۳۸۹۶ 


۷ در آغاز یادآوری می‌کنيم؛ یک راه ساختن این‌گونه جدول‌ها» این است 
که : یک تصاعد حسابی با جملهٌ اول دلخواه و قدرنسبت دلخواه در نظر بگیرید و 
خانه‌های جدول خود را (جدول ۳ « ۳ يا ۴ < ۴ با ۵ < ۵ و غیره) با عددهای 
این تصاعد پر کنید» به‌اين ترتیب که؛ از سطر اول آغاز کنید و جمله‌های تصاعد را 
به ردیف؛ از چپ به راست در آن قرار دهید: سیس جمله‌های بعدی تصاعد را در 


سطر دوم بعد سطر سوم و غیره. مثلكٌ این تصاعد را در نظر بگیرید: 


۱۲ ۱ (۱۸ 


در شکل ۰۵۸ دو نمونه از این ماتریس‌ها را می‌بینید: شکل ۵۸-الف ماتریس ۲ ۳ 
و شکل ۵۸-ب ماتریسی ۴ « ۴ است. 


2۱۳۵ 
۳/۲ 
قنالقة لتاننه 
شوفناکاقب 


شکل ۵۸ 
مقدار ثابت ماتریس شکل ۵۸-الف» برابر ۳٩‏ و عدد ثابت مائریس شکل ۵۸-ب 


ولی اگر بخواهید همین دو ماتریس اندکی بیشتر رمزگونه شوند» همین جمله‌های 
تصاعد (۱) را می‌توائید به‌گونهٌ دیگری در آن‌ها قرار دهید. یکی از سطرهای جدول را 
(هر سطری که باشد) با جمله‌های اول تصاعد. به ردیفی دلخواه پر کنید. مثلاً این 
جمله‌ها را ر شکل ٩۵-الف‏ در سطر دوم با ردیف (۰۱ ۰۷ ۴) و در جدول ۴ < ۲ 
شکل ٩۵-ب.‏ در سطر سوم و به ردیف (۱۶,۱,۷ ,۴) قرار داده‌ایم. عددهای 
سطرخای دیگز را (با شاب دلخواه سظرها) با همان رذیف پر کزده‌ایم. دز جدول 
٩1-الف؛‏ بعد از سطر دوم سطر اول و سرانجام سطر سوم را انتخاب کرده‌ايم. چون 


۳۸۷ 


تیه حمله اول تعباعد ر در سطر سم به‌تر تب اول در ستو ل سوم » بعد در سئول 
اول و سرانجام در ستون دوم گذاشته بودیم؛ گروه‌های سه‌عددی مربوط به سطرهای 
دیگر را هم به همین ردیف قرار می‌دهيم. در جدول ٩۵-ب؛‏ بعد از سطر سوم 


سطر اول؛ تنعل سطر چهارم و سرآخر سطر دوم را بر کرده‌ایم. این دو حدول هم ؛ 


تناقتا نن؟ ۲2 

قنه نیا نت 3 

2 

تتالتاالناان 
اسییا 


۵٩ شکل‎ 


برای این‌که با راز اين جدول‌ها آشنا شویم راه دیگری برای ساختن آن‌ها 


می‌آوريم. فرض کنید بخواهيم یک جدول ۵ « ۵ را با این ویژگی بسازيم. ۱۰ عدد 
دلخواه انتخاب کنید (مثبت منفی با صفر). می‌توان این عددها را مختلف گرفت با 
بعضی از آن‌ها را برایر با شم انتخاب کرد. این ده عدد را به دو گروه دلخواه ۵ عددی 
تقسیم کنید. فرض کنید این دو گروه چنین باشند: 

گروه اول : ۸,۷ ,۳,۹,۶ 

گروه دوم : ۱- وه۱ ,۵ ,۳ ,۲ 
با این ۱۰ عدد. که مجموعی برابر ۴۶ دارند» می‌توان ماتریسی ۵ < ۵ با ویگی 
مورد نظر ساخت. جدولی ۵ < ۵ رسم کنید و عددهای گروه اول را بالای جدول و 
روی ستون‌ها از چپ به راست و عددهای گروه دوم را سمت چپ جدول از بالا به 
پایین بنویسید (شکل ۶۰). . سپس در هر خانة جدول» مجموع دو عددی را بنویسید 
که در بیرون جدول در همان سطر و همان ستون قرار دارند (جدول شکل ۰ راه 
با همین روش؛ پر کرده‌ایم). جدولی با ویژگی مورد نظر ما و با مجموع ثابت ۴۶ 
(همان مجموع ۰ عدد انتخابی) به‌دست می‌آید. به شکل ۵٩‏ هم توجه کنید» در 


۳۸۸ 


واقع با همین قانون ساخته شده است. 


۱۳۹۵ 
اال تال 


با این توضیح‌ها؛ به راز جدول پی بردید. دربارء آن دقت کنید. می‌توان دربار 
این گونه جدول‌ها نکته‌های دیکری هم آورد. 


۱) اگر بخواهید جدولی ۳ < ۰۳ با مجموع ثابت برابر » درست کنید؛ ۱۳ 
اسف 


به‌دستا 


واحد از 2 کم کنید و؛ سپس خارج‌قسمت را یت اتیج 


مان با ٩‏ چاه ان مسادی نی ه ارنآ 2 ۱۳ 
برابر ۱ باشد. می‌توان ماتریس ۳ * ۳ را ساخت که مقدار ثابث آن برابر 6 باشد. 


۲ اگر جدولی ۴ ۲« ۴ لازم داشته باشید و بخواهید مقدار ثابت آن برابر ۵ 


م۳ 
باشد؛ باید به‌عنوان جملة اول تصاعد؛ عدد 3 ۳ و به‌عنوان قدر بت تصاعد» 


همان عدد ۱ را انتخاب کنید. 

ی "لب 8 و عست از کجا آمده‌اند؟ برای تنظیم 

0 از ری ایا به‌عنوان جملهٌ اول تصاعد حسابی 

انتخاب کرد؟ برای جدول ۶ < ۶ جطور؟ قدرنسبت تصاعد را» همواره برابر ۱ بگیرید. 
۵۸ دو ماتریس را قرینةٌ یکدیگر گویند. وفتی که درایه‌های نظیر در دو 

ماتریس» فرینه هم باشند. بنابراین» قرینة یک ماتریس 7 < 77 یک ماتریس ۶ < 7۲ 


است با درایه‌های فرینه 4 ماتریس اول. درتحه روشن است که مجموع دور ماتریس ‏ 
ماتریس صفر با مرتبه :1 < 71 به‌دست می‌آید. 

۱۳۹ اگر در ماتریس سمت چپ برابری ۳ در هم کبس لس (این ضرب ممکن 
است ؛ زیرا تعداد ستون‌های عامل اول‌ضرب با تعداد سطرهای عامل دوم یکی است) 


۳۸۹ 


۲۵[ 


۱ 


‌ ماتریس‌های سمت راست برابری را با هح جمم می‌کنيم ؛ به این معادله می‌رسیم ۰ 


] :-۲9 | _] | , ] ۰-۲۷1 
, 39 ۸ | ۲۵+ < ۸ 


و با حل این دستگاه سادة دومعادله دومجهولی ید سستا ۳3 ۵ حت بل و ات ۱ . 


۸ 


۳۹9 


- ۳۷ ۲ 4+ ۴ ۶ + ۱ « ۷[ 


ب 


۳۹ 
۳۳ 


۳ 
تس 


اه ۱ 2- | | 5 8 نت 
لت ی ۰ » زیر ع 5 ۷ 
۱ به‌ترئیب داریم : ۱ 
۴ 
۵ ۱۱۱ ۴ ۳-](الف 
۰+ ۵ ۴ +۴4 ۰ ۳-] < 
۱۷ ۶ | []۲1 ]۱ 
۳۹1 ۴۶ هرس | ۶ | و || م | (ب 
]| لت .]| ان ۲ 
۱ هاا ۲ .اج 
۱۱۷ ۱۱۳-۱۱۵ 
| ۲۱۱ +۷ اه ۲۵ ۳۳اه أ 


-|+ + | ۱ ]ه 


۱ 
رس ِ)" 
| ح 
سس 9 
ا پر 

ی 
پای سرت | 

وا 


۳ یره ۳ مر ...۲ مره ۱۲ ۵-۱ +۱4 ۱ 
۳ ۲( ۳ انآ ۲ ۲ را ۲۲ ۱4 ۱ 


۴ ۴ ۲ ]. 
تا 


۲ راهنمایی. مساله ۱۷۰ را ببینید. 
پاسخ. اگر ۰۸۱ ۸۲ و ۸4۳ به‌ترتیب» قرینه‌های ۸ نسیت به محور ۰22 
محور ۷/۳1۷ و سداء مختصات باشند؛ داریم : 


(۱مسر۱ب ر(ا ج۱-ع ب(-۱- ,۸۱6۱-۳2 


۱۳ اگر ماتریس‌های سمت چپ برابری را در هم ضرب شنم . به این معادله 


می‌رسیم : 


۹ ۷ ال بت ۶ اب وسق۴ اه 
۵- -< ۸ - ۳۵ + 6 ۵- | | ظ۸ ۳۵۰ + واه 
از معادلهٌ اول دستگاه به‌دست می‌آید: ۲- << ؛ اگر این مقدار ۵ را در معادلهٌ دوم 


دستگاه بگذاریم؛ مقدار تال امیس می‌آید : ۳۸ < 0 


اعب ۲ ]| | ۴- ۱ 2-۲ ۱ | ۱ 
۲ ۸ و سا ۵ + ۳ | +۸ رقف 


۲ ۳ 
ح_ ۱ ور ۱ 
1 7 اسپسب (ج 
ده ۳ ۱ 
| ۷ ۷ | |۲۱ ۳ اد - 
بل کسیا ال اند ۷ 
۷ "۷ 
۴ ۵ 
٩ 5‏ ۴ ۵ ]۱ ۱ 
‌" ۳۳۳۳۳ [ 
9 1-3 دا تفت 
٩ ٩‏ 


"سب ۱ .- ۱ | ۲ 4 
+ با زا دس 
۰ ]۴ ۹5 
| ۵ ۵ ۱ 
| ۳« (۲-) + (۲-) <۱ 
۳ ۷ + (۲-) «< ۲ ۲ ۳۳+ ۱ « ۲ 


| ۵ ۴ - ۴- ,۱ 
]| ۵۶۵ .ی ۱ 


۱ *< ۴ بت ا مد ۱ 


۱ نف 


۱ 
۳۹ ام 
۱ 
- 


| ۳۲ وت | | ۲۴ ۳ ۹ 

| ۲۶ ۱۴ | | ۲ م | ۸ 
| نس ات [ ند ۲ «نن ۲ 

۳ ر احأ ۶( هه 
.| ۱۴- ۷- | | 2-۲ ۴۱1۱ ۱ ۱ 
: 9 3 1 ] - 2۸ ز 


می‌بینید ۸ 13 7۶ ۸13. در ضرب ماتریس‌هاء قانون جابه‌هایی وجود ندارد. 
۷۵ . جواب را به‌یاری دترمینان‌های ۲ *< ۲ به‌دست می‌آوریم : 


۱ اف 


۲ جح زود ۳ ) 
۹ ۷ + ۳(2 - 6) 


۲- - ۲۷ + ۵7 
۲ سم 0 ۲ أ 
تنب 8 #۷ 
0 6-۳ ۵ ۵-۳ 
۲ ۵ ۲ ۵ 
که پس از محاسبةٌ دترمینان‌ها به‌دست می‌آید : 
(۲ + ۲)۵ سر( (۲ ۲۵٩‏ 
۳)6۵٩+۲(‏ (۲ ۳)0۵4 سا 


۳«ِ 


۳( اگر ۳- - 6 آن‌وقت دستگاه دز معادله دومجهولی به یک معادلة 
دومجهولی تبدیل می‌شود: 
۳ 
که می‌توان ۷ را هر عدد حقیقی دلخواه انتخاب کرد و سپس مقدار 27 را از برابری 
۱ ۳ / 
[۱ سل - <- 7 به‌دست اورد. 
۲ < 0۷ + »۵ 


ج "9+ "و 
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دستگاه به‌شرطی معنا دارد که داشته‌باشيم ۰ ع< ۰0 یعنی هپچ‌کدام از مقدارهای » 
یا / برابر صفر نباسد (در غیر این خیبو رلبا ا معادله درم دست‌گاه نی هی می‌شود) . با 
این شرط. بعد از باز کردن دترمینان‌های صورت و مخرج؛ به‌دست می‌آید : 
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۱ 5 ۱ 5 
#۵ 
۲ او 6 < ۰6 آن‌وقت دو معادلهٌ دستگاه به یک معادلة دومجهولی تبدیل 
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۳) اگر ۵ < ۵ آنوقت به یک معادلهٌ دومجهولی می‌رسیم : 
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پاسخ. دستگاه به‌ازای ۰ < 00 معنا ندارد؛ 

دستگاه به‌ازای / <« 6 به‌صورت معادله 2 -- ۷ درمی‌آید ؛ برای 2 
می‌توان هر عدد حقیقی دلخواه انشخاب و به‌کمک آن مقدار # را به‌دست آورد. در 
این حالت؛ دستگاه بی‌نهایت جواب دارد؛ 

دستگاه به‌ازای 0-- < م به معادلة , - 2 -< ل درمی‌آید؛ یعنی بی‌نهایت 
جواب دارد ؛ 

دستگاه؛ در حالت » 7 ۵9 و "0 # ۲ یک جواب منحصر دارد : اس 
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۲) می‌توان برحسب سطر اول باز کرد و به جواب رسید. ولی اگر مجموع 
سطرهای دوم و سوم را با سطر اول جمع کنیم و به‌جای سطر اول قرار دهیم کار 
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محاسبه ساده‌تر می‌شود : 
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اکنون در دترمبنان مرتبه ۰۳ قرینه ستون سوم را؛ به‌ترئیب با ستون‌های اول و دوم 


جمع می‌کنیم و به‌جای این ستون‌ها قرار می‌دهیم : 
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می‌شود؛ بنابراین؛ برای برابر بودن مقدار دو دنرمینان باید داشته باشیم: 
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به‌همین ترئیب؛ درایه‌های سطرهای دوم و سوم هم ب‌دست می‌آید : 


داریم: ۸40 < ۸ ولی ) ع< ظ. قانون حذف که در برابری‌های جبری 
وجود دارد. در برابری‌های ماتریسی برقرار نیست. ولی؛ اگر ) < 3 آن‌گاه 
0 < ۸ و ۸ < ۱0/۸ به‌شرطی که ردیف عامل‌های ضرب » رعایت شود 
زرا مکی است. 4ز8 با 4یا تیا ا 6 بزایی لباشنن: 

۹ الف) معادله‌های ضلع‌های مثلث. در این‌جا داده شده است : 
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ب( برای مساحت مثلت 6 4 بهثر نیس داریم : 
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نبراین» مساحت مثلث ۰۸496 برابر ۵3 واحد مربع است. 

۶۰ بدون این‌که؛ با روش عادی؛ دترمینان را باز کنیم؛ می‌توانيم حاصل 
آن را به‌دست آوریم. در آغاز زین کي دو سطر تم یسوم را؛ به‌جای سطر دوم 
می‌گذاريم : 


اکئون؛ دو برابر سطر چهارم را از سطر دوم شم می‌کنیم و به‌جای سطر دوم فرار 
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زیرا؛ دترمینانی که درایه‌های یک سطر یا یک ستون آن؛ همگی برابر صفر باشند 
مقداری برابر صفر دارد. 
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